Numerik
fir ET, ST

Simon Stingelin
unter Mitwirkung von
Christian Jaeger, Christoph Kirsch, Markus Roos,
Nadin Stahn und Dirk Wilhelm

Version 3. Marz 2025



Dieses Dokument umfasst in groben Ziigen den Inhalt des Numerik Moduls. Das Skript ist
nicht als Ersatz fiir eigene Notizen gedacht und entsprechend auch bei weitem nicht vollstandig.
Zudem werden im Unterricht weitere Beispiele diskutiert, welche in den vorliegenden Notizen
nicht vorhanden sind.

In dem Sinne erheben die Unterlagen auch keinen Anspruch auf Vollstandigkeit. Es wird
empfohlen zusédtzliche Literatur zu studieren. Quellenangaben kénnen im Anhang gefunden
werden.

Ein paar Bemerkungen zu mathematischer Software: Es haben sich primér zwei Compu-
ter Algebra Programme auf dem Markt etabliert: mathematica und maple. Diese Programme
sind sehr hilfreich fiir das mathematische Verstédndnis, die Programme sind jedoch nie besser
als der Bediener! Ich empfehle Thnen beide Tools in Ruhe anzuschauen und sich auf eines zu
konzentrieren.

Fiir numerische Rechnungen werden Sie im Studium und auch mit grosser Wahrscheinlichkeit
im spéteren Arbeitsleben oft python und matlab verwenden. Daher ist es sehr sinnvoll, diese
Software schon frith im Studium zu verwenden. Ich empfehle Ubungen, in denen etwas numerisch
berechnet werden soll, mit python oder matlab zu l6sen, um eine gute Praxis in der Anwendung
zu erhalten.

Eine interessante Alternative zu matlab ist python, welche sich auch in der Industrie zu
etablieren beginnt. Der Vorteil ist, dass python eine OpenSource Software ist und daher keine
Kosten verursacht.
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Kapitel 1

Grundlagen der Numerik

1.1 Einleitung

Mit Hilfe der Numerik kann das Verstandnis der ,realen Welt* auf virtuellem Weg vertieft und
erweitert werden. Dies ist insbesondere in den naturwissenschaftlich/technisch - physikalischen
Anwendungsgebieten sehr wichtig, da man in Bereiche vorstossen kann, die experimentell nicht
mehr zuganglich sind. Modellrechnungen sind heute integraler Bestandteil in der Entwicklung
von Produkten.

Die Numerische Mathematik ist Teil des Wissenschaftlichen Rechnens (Scientific Compu-
ting), welches sich aus der Schnittstelle der Bereiche Mathematik, Informatik, Natur- und In-
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genieurwissenschaften zusammenstellt.

Scientific Computing |
—| Problemstellung |

\—| Natur- und Ingenieurwissenschaften
—| Mathematische Modellierung |

—' Numerische Simulation |

z.B. numerische Integration, FEM, etc.

Programmiersprachen: C, C++4-, Python, etc.

Parallelisierung: openmp, MPI, etc.

Visualisierung, Datenverwaltung

Validierung
Natur- und Ingenieurwissenschaften
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In der Technik ist man bestrebt, Beobachtungen zu simulieren. Dabei werden verschiedene
Fehler gemacht:

Modellfehler: Das mathematische Modell beschreibt in der Regel die Beobachtung nur bis zu
einem bestimmten Detaillierungsgrad. Es werden daher idealisierte Rahmenbedingungen
geschaffen bzw. beschrieben.

Datenfehler: Modellparameter werden oft aus Messungen bestimmt. Diese wiederum sind
aufgrund beschrankter Messgenauigkeit mit Messfehlern behaftet.

Verfahrensfehler: Ein numerisches Losungsverfahren liefert selbst bei exakter Rechnung héu-
fig nur ndherungsweise eine Losung (Bsp.: Numerische Integration).

Rundungsfehler: Fiir die Realisierung eines numerischen Verfahrens werden in der Regel
Gleitkommazahlen verwendet, welche eine approximative Darstellung einer reellen Zahl
darstellt. Es treten daher unvermeidlich Rundungsfehler auf.

Bei einer numerischen Simulation gilt es, diese Fehler zu kennen, kontrollieren und minimie-
ren.
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1.2 Einfiihrendes Beispiel

[Jupyter-Notebook] Mit Hilfe eines Pendels soll ein Taktmechanismus zu einer vorgegebenen
Taktzeit T* > 0 realisiert werden. Zu bestimmen ist daher die erforderliche Anfangsauslenkung
zu einer gegebenen Schwingungsdauer T%. Die Schwingungsdauer T' bezeichnet die Zeit, welches
das Pendel benétigt um wieder in die Ausgangslage zuriick zu schwingen.


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/introduction/AppetizeScientificComputing.html

1.2. EINFUHRENDES BEISPIEL

\ mg

Y.~ myg sin(g)

Abbildung 1.1: Mathematisches Pendel
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Fiir die mathematische Modellierung der Aufgabe verwenden wir das Newton’sche Gesetzt:
Kraft = Masse x Beschleunigung.

Es gilt daher )
—m - g-sin(¢(t)) =m-1- o(t).

Mit Hilfe des Anfangswertproblems

©-:

—~
~~

SN—
Il

g
~F sm(o(0) )
B(0) =0 und $(0) =0

kénnen wir die Bewegung des Pendels mathematisch modellieren und beschreiben. Die Gravi-
tationskonstante g ~ 9.81m/s? und die Linge [ ~ 0.6m sind mit Datenfehler behaftet. Beide
Grossen kdnnen nicht absolut exakt erfasst werden.

Die Differentialgleichung kann nicht geschlossen gelost werden. Daher werden numerische
Methoden fiir die Berechnung von ¢(t) benétigt. Fiir kleine Auslenkungen kann die Ndherung

sin(¢) ~ ¢
benutzt werden. Das vereinfachte Modell lautet in dem Fall
b(t) =~ - ()

. (1.2)
#(0) =¢9 und ¢(0) = 0.
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Damit wird jedoch ein weiterer systematischer Fehler eingefiihrt, ein unter Umstdnden sehr
wesentlicher Modellfehler: Die Losung des vereinfachten Modells (1.2) ist gegeben durch

o(t) = ¢o cos <\/? . t> .

Offensichtlich scheitert hier das Vorhaben die Taktzeit iiber die Anfangsauslenkung einzustellen.
Die Taktzeit ist in dem Fall unabhéngig von der Anfangsauslenkung!

Wir bezeichnen mit ¢(t, ¢¢) die Losung des Anfangswertproblems (1.1) zur Anfangsauslen-
kung ¢ und mit T'(¢¢) die Periodizitét T > 0:

B(t, o) = o(t + T, ¢o).

Gesucht ist nun ¢* > 0 so, dass
T(¢") =T~ (1.3)

gilt. Diese Gleichung lésst sicher wiederum nicht algebraisch 16sen. Es wird daher eine nume-
rische Methode fiir die Berechnung einer Losung benotigt. Mit Hilfe der Analysis konnen wir
jedoch die folgenden Fragen beantworten:

1. Existiert iiberhaupt eine Losung des Anfangswertproblems (1.1)?
2. Ist diese Losung eindeutig?

3. Ist die Losung stetig vom Anfangswert ¢g abhéingig?
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Diese Fragen konnen alle mit ja beantwortet werden. Das heisst also, dass die Funktion T'(¢g)
eine stetige Funktion fiir 0 < ¢¢ < 7 ist. Man kann sogar zeigen, dass die Funktion monoton
steigend ist. Die Gleichung (1.3) kann daher zum Beispiel mit dem Bisektions-Verfahren nume-
risch gelést werden. Das Verfahren liefert jedoch nur eine numerische Approximation, zum einen
will man in endlicher Zeit eine Losung berechnen und definiert entsprechend einen maximalen
Fehler als Abbruchkriterium und zum Andern kann aufgrund der beschriankten Auflésung von
Gleitkommazahlen in der Regel nur eine beschrinkte Genauigkeit erreicht werden.
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1.3 Fehleranalyse

Beschranken wir uns auf die reine Numerik, so setzt sich der Fehler im Resultat von
e Datenfehler und
e Fehler im Algorithmus

zusammen. Datenfehler konnen in der Regel nicht in der Numerik minimiert werden. Hinge-
gen Fehler im Algorithmus kénnen vermieden bzw. verringert werden, in dem wir geeignete
numerische Algorithmen benutzen.

1.3.1 Kondition eines Problems

Die mathematische Analyse der Fehlerverstiarkung bei Datenfehlern beruht auf dem Konzept
der Kondition eines Problems. Dies ist zunédchst unabhéngig von einem speziellen Losungsweg
(Algorithmus) und gibt nur an, welche Genauigkeit man bestenfalls (bei exakter Rechnung) bei
gestorten Eingangsdaten erwarten kann.

Um dies beschreiben zu koénnen, bezeichnen wir das zu lésende Problem als eine gegeben
Funktion

f: X—=>Y
x>y = f(r)

Schematisch hat man den folgenden Rahmen:
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Eingabedaten Ausgabedaten
Problem, Prozess
zeX g=f(z)eY
i€ X, | : | g=f(&)e
die mit Fehler mit Fehler
Ax = T—x behaftet sind Ay=4—uy

Es geht nun darum, den Ausgabefehler Ay ins Verhéltnis zum Eingabefehler Ax zu setzen.

Definition 1.1 (absoluter, relativer Fehler). Mit dem absoluten Fehler seien die Gros-

sen
1Az]lx, ||Aylly

und dem relativen Fehler
_ lAz||x

=l

_ [1Aylly

S —
’ lylly

Oy

bezeichnet.




1.3. FEHLERANALYSE 17

Definition 1.2 (relative, absolute Kondition). Mit der relativen / absoluten Konditi-
on eines durch f beschriebenen Problems bezeichnet man das Verhéltnis
Oy

|| Aylly
—  bzw.
Oz ||Az|x

des Ausgebefehlers zum Eingabefehler - also die Sensitivitdt des Problems unter Stérung
der Eingabedaten.

Bemerkung 1.1. In der Regel wird die relative Kondition verwendet. Ein Problem ist umso
besser konditioniert, je kleinere Schranken fiir é,/0, mit d, — 0 existieren. L

Beispiel 1.1. Wir betrachten eine reelle, stetig differenzierbare Funktion f : I — R. Mit der
Taylorreihe folgt

(@) = f(xo) + f'(x0) (& — 20) + O(|F — 20|*) fiir & — 0.

Fiir den relativen Fehler folgt unter Vernachldssigung der Terme héherer Ordnung und insbe-
sondere |Z — x| klein

f(@) = f(=0) x (T
f (o) f (o) o
—_———
rel. Fehler der Ausgabe  Fehlerverstirkung rel. Fehler der Eingabe

~ f'(xo) -

(1.4)

Da im Beispiel X = Y = R gilt, kbnnen wir als Norm den Betrag benutzen und erhalten:
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Definition 1.3.

£(3) - £(xo) (&= 20)
‘W < fral(®o) - | = (1.5)
mit rel(20) = |.f*(z0) - % '

Die Zahl ke (Z) heisst relative Konditionszahl des Problems f an der Stelle  und beschreibt
die maximale Verstirkung des relativen Eingabefehlers.

Bemerkung 1.2. Das Problem ist umso besser konditioniert, je kleiner re(z) ist.

Beispiel 1.2. Gegeben sei die Funktion
FRSR, f(z)=e".
Fiir die relavtive Konditionszahl folgt
Krel(x) = 622

Daraus folgt, dass fiir kleine |z| die Funktion gut konditioniert ist und entsprechend umgekehrt
fir |x| gross.
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0 ’ x ‘ Op = x;{’fo dy = % ‘ 8y /0 ‘ Krel(Z0)

0.1 | 0.10001 10~* 6.00032-10-% | 0.0600032 | 0.06
4 | 4.0004 10~* 9.64671-1072 | 96.4671 96

0.1 | 0.101 1072 6.03182-1072 | 0.0603182 | 0.06
4 4.04 1072 1.62426 162.426 96

Ist |z — x| zu gross, dann gilt 6, /6, ~ kKrel(2o) nicht mehr.

Beispiel 1.3 (Integralberechnung iiber Rekursion). Es soll

1
/ 20 dx
0

berechnet werden. Mit Hilfe der partiellen Integration erhilt man die Rekursion

1

1 1
I, = / z"edr = x"e”| — n/ " lefdr =e—n-I,_1,
0 0

0
L =1

Aus der Rekursionsformel folgt

I,

—I,=—-n (jn—l — In—l) =n (n — 1) (fn_g — In_g) = (—1)”7171! (fl — Il)

19


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/introduction/Beispiel_Kondition_rekursive_Integralformel.html
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und entsprechend fiir den relativen Fehler

[f(I1) = F(@)] _ o — Io| _ 30! |11 |11 — 14
|f(11)] | 130] [ I30] |11
——

Rrel

Das Integral Isg konnen wir abschétzen. Es gilt

1 1
I3g = / zVetdr < / reldr = I.
0 0

Fiir die relative Kondition ¢ folgt daher

30! |1
| 130

> 30! &~ 2.65253 - 1032

KRrel =

Es ist also zu erwarten, dass die numerische Berechnung von I3 scheitern wird. Fiir Isg ist das
Resultat berechnet mit floating Zahlen (z.B. in C double) unbrauchbar!

J—

Bemerkung 1.3. Bei der Ermittlung von Konditionszahlen kommt es in der Regel nicht auf

den exakten Zahlenwert an, sondern auf die Grossenordnung. .
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1.3.2 Zahlendarstellung, Rundungsfehler und Stabilitat

Bei der digitalen Darstellung von Zahlen werden Rundungsfehler gemacht. In der Analysis 1
wurde gezeigt, dass jede beliebige reelle Zahl x # 0 in der Form

.x::t(f:dj b7 - b (1.7)
J=1

darstellen lasst, wobei der ganzzahlige Exponent e so gewéhlt werden kann, dass d; # 0 gilt.
Es gilt der Satz aus der Analysis, hier konkret mit b = 10 formuliert:

Satz 1.1. Jede reelle Zahl x kann als Dezimalbruchentwicklung
x=d0+d1-10_1+d2-10_2+d3-10_3+...

mit dg € Z und dy,da,ds, ... €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dargestellt werden.
Der Dezimalbruch

z=do+d;-107 ' +dy-10724+d5-103+ ... +d,-107"

approzimiert x (ohne Rundung) mit Genauigkeit 10~ ™.
x ist genau dann in Q, wenn die Dezimalbruchentwicklung abbricht oder die Koeffizi-

enten d; periodisch werden.

Auf einem Rechner lassen sich nur endlich viele Zahlen exakt darstellen, da die Summe nur
endlich viele Summanden aufweist. Die Menge dieser Zahlen wird auch als Maschinenzahlen
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bezeichnet. Bei numerischen Berechnungen wird sehr oft die normalisierte Gleitpunktdarstellung
(floating point representation) verwendet:

Definition 1.4.
xz=f-b°

wobei
e b e N\ {1} die Basis des Zahlensystems ist,

e der Fxponent e eine ganze Zahl innerhalb gewisser fester Schranken ist:

r<e<R,

e die Mantisse f eine feste Anzahl m von Stellen hat:
f=40d1...dp, dje{0,1,....b—1} Vj.
Wobei fiir x # 0 stets d; # 0 sei (Eindeutigkeit der Darstellung).

Mit dieser Darstellung erhilt man

z==(> d;jb7)-b"
j=1
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Bemerkung 1.4. Es gilt stets

v < |f] < 1.
J—
Beispiel 1.4 (Jupyter-Notebook). Fir die Zahl 123.75 folgt mit Basis b = 2
12375 =1-2041-2°41-2'+1-.2 4022 +1-2' + 1.2+ 1271 4 1.272
=+(1-27t+1-27241.23 412744020 +1.26 1. 277
+1-27841.279).27
—
Definition 1.5 (IEEE-754). (Quelle Wikipedia) IEEE 754 unterscheidet vier Darstel-
lungen: single, single extended, double und double extended. Die genaue Bitzahl und der
Biaswert bleiben dem Implementierer {iberlassen. Die Grundformate sind vollstdndig defi-
niert.
Typ Grosse Exponent | Mantisse | Werte des Exponenten | Biaswert
(1+r+p) (r) (p) (e) B
single 32 bit 8 bit 23 bit —126 <e <127 127
double 64 bit 11 bit 52 bit —1022 < e <1023 1023
single ext. > 43 bit > 11 bit > 31 bit
double ext. > 79 bit > 15 bit > 63 bit



https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/introduction/introduction.html#zahlendarstellung
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Die Anordnung der Bits einer single / double zeigt die nachfolgende Tabelle:

S | Exponent F | Mantisse M S | Exponent £ | Mantisse M
1[1]...] 8 [1]...]23 1[1]... ] |1]...] 52
9 Bit 23 Bit 3x 1/2-Bytes | 13x 1/2-Bytes
single, 4 Byte double, 8 Byte

Die Interpretation héingt vom Exponent ab:

Exponent F ‘ Mantisse M ‘ Bedeutung ‘ Bezeichnung
E=0 M =0 (-1)° x0 Null
0<E<2-1| M>0 (=1)% x (1 + M/2P) x 2F=B | normalisierte Zahl
E=2"-1 M =0 + Inf Unendlich
E=2"-1 M >0 NaN keine Zahl

Bemerkung 1.5. Weitere Details sind z.B. unter https://de.wikipedia.org/wiki/IEEE_
754 zu finden.

J—

Bemerkung 1.6. Die Zahl

bl—m
2

wird relative Maschinengenauigkeit genannt. Dieses Zahl charakterisiert das Aufiésungsverma-
gen des Rechners. Es gilt, dass eps gerade die kleinst mogliche auf dem Rechner darstellbare
Zahl ist, die zu 1 addiert von der Rundung noch wahrgenommen wird.

eps 1=

J—


https://de.wikipedia.org/wiki/IEEE_754
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Bemerkung 1.7. Die Addition ist im Gegensatz zur Multiplikation und Division problema-
tisch, da die relativen Fehler enorm verstéirkt werden konnen. Diesen Effekt nennt man Ausld-
schung. L

Definition 1.6 (Stabilitét). Ein Algorithmus heisst stabil, wenn die durch ihn im Laufe
der Rechnung erzeugten Fehler in der Grossenordnung des durch die Kondition des Problems
bedingten unvermeidbaren Fehlers bleiben.

Um die Fehlerakkumulation in komplexeren Situationen abschétzen zu kénnen, bedient man
sich héufig des Prinzips der Riickwdrtsanalyse:

e Interpretiere sdmtliche im Laufe der Rechnung auftretenden Fehler als Ergebnis exakter
Rechnung zu geeignet gestorten Daten.

e Abschétzungen fiir diese Stérung der Daten, verbunden mit Abschétzungen fir die Kon-
dition des Problems, ergeben dann Abschétzungen fiir den Gesamtfehler.
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Bemerkung 1.8. Zusammenfassend lassen sich als Leitlinien einige einfache Grundregeln for-
mulieren:

Kenntnisse Giber die Kondition eines Problems sind oft fiir die Interpretation oder Bewer-
tung der Ergebnisse von entscheidender Bedeutung.

Multiplikation und Division sind Operationen die fiir alle Eingangsdaten gut konditioniert
sind. Die Subtraktion zweier annihernd gleicher Zahlen ist eine Operation die schlecht
konditioniert ist. Dadurch kénnen bei einer solchen Subtraktion Rundungsfehler enorm
verstarkt werden. Diesen Effekt nennt man Ausléschung.

Beim Addieren sollte man die Summanden in der Reihenfolge aufsteigender Betrige ad-
dieren. Dadurch erreicht man bei gleicher Rechenzeit ein wesentlich genaueres Ergebnis.

In einem Algorithmus sollen Ausléschungseffekte moglichst vermieden werden.

Bei einem stabilen Losungsverfahren bleiben die im Laufe der Rechnung erzeugten Run-
dungsfehler in der Gréenordnung der durch die Kondition des Problems bedingten un-
vermeidbaren Fehler.



Kapitel 2

Gleichungssysteme

2.1 Lineare Gleichungen, direkte Losungsverfahren

2.1.1 Einleitung

Lineare Gleichungssysteme treten in sehr vielen Anwendungen auf und kénnen in den Anforde-
rungen an den Losungsalgorithmus sehr unterschiedlich sein.

Beispiel 2.1. In der Elektronik koénnen elektrische Netzwerke mit Hilfe der Kirchhoffschen
Sétze mathematisch beschrieben werden. Der erste Satz besagt, dass der Gesamtstrom in einem

27
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Knoten verschwinden muss:

Y I=0.

Der zweite Kirchhoffsche Satz besagt, dass die Summe der Spannungen U; in einer geschlossenen
Masche Null sein muss:
> U;j=o.
J

Ry =300 Ry = 100
v ] Ry =30 Ry =10
Ry =30 Rg = 20

Abbildung 2.1: Elektrisches Netzwerk
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In diesem Kapitel werden Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme behandelt. Die
allgemeine Aufgabe lautet:

Definition 2.1 (Lineares Gleichungssystem). Das Problem:
Bestimme x = (z1,...,2,)T € R" zu A € R™" und b = (by,...,b,)T € R" so, dass

1121 +...+ G1aTn, = b1
G [ R =
bzw.
A-x=Db (2.1)

gilt. Wird lineares Gleichungssystem genannt.
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Das Beispiel 2.1 hat uns ein Gleichungssystem von dieser Art geliefert. Fiir lineare Glei-
chungssysteme gilt der Satz (vgl. lineare Algebra Vorlesung):

Satz 2.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Das System 2.1 hat fur jedes b € R™ eine eindeutige Losung x € R™.
2. Die Matriz A in 2.1 hat vollen Rang n.
3. Fiir A in 2.1 hat das homogene System A -x = 0 nur die triviale Losung x = 0.

4. Es gilt
det A # 0.

A heisst regular, wenn det A # 0 und damit die Figenschaften gelten.

Wie man es nicht machen sollte

Eine prinzipielle Moglichkeit (2.1) zu 16sen, bietet die Cramersche Regel. Danach lautet die j-te
Komponente z; der Losung von (2.1)

e — detAj
T detA’
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wobei A; € R"*" diejenige Matrix ist, die aus A entsteht, wenn die j-te Spalte durch b ersetzt
wird. Fiir das Losen des Gleichungssystems miissen n + 1 Determinanten

det A,det Aq,...,det A,

berechnet werden.

Die Vorgehensweise ist jedoch numerisch extrem aufwéndig und daher im allgemeinen nicht
geeignet. Es ergidben sich unter der Verwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes fiir die
Berechnung der Determinanten eine Berechnungszeit (100Mflops) von

n| 10 12 14 16 18 20
Rechenzeit ‘ 0.4s 1 min 3.6h 41 Tage 38 Jahre 16000 Jahre

Tabelle 2.1: Rechenzeit fiir Cramersche Regel

Ziel der folgenden Abschnitte ist die Vorstellung ausgewéhlter Losungsverfahren. Der Grund
fiir verschiedene Verfahren liegt in der unterschiedlichen Eignung fiir unterschiedliche Problem-
merkmale. Wichtige Merkmale sind Effizienz (Rechenaufwand, Speicherbedarf) und Stabilitét.

Die Verfahren beruhen auf der folgenden Beobachtung: Falls C' irgend eine reguldre Matrix
ist, gilt

Az =0 & CAz=Cbh. (2.2)

In der Tat bedeutet C Ax = C'b gerade C (Ax — b) = 0. Da C regulér ist, ist dies dquivalent
zu Ax — b = 0. Die Strategie wird also sein, mit Hilfe von reguldren Matrizen das gegebene
Gleichungssystem in ein leicht losbares dquivalentes System umzuformen.
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2.1.2 Konditionszahlen linearer Abbildungen

Die Losung eines linearen Gleichungssystems kann ein schlecht konditioniertes Problem darstel-
len.

Beispiel 2.2. Das Gleichungssystem

(oo 32) () - (33)

besitzt eine exakte Losung, welche
([ 163
T\ 2440

erfiillt. Das geringfiigig verschiedene Gleichungssystem

331 1.2\ fx1) _ (11
6.9 2.5 xo)  \2.7
besitzt eine exakte Losung, welche
[ 98.0
7\ —269.4
erfiillt. Eine minimale Anderung des Eingangsdatums fiihrt zu einer dramatischen Anderung

der Ausgangsdaten. Dies zeigt, dass die Numerik linearer Gleichungssysteme bei weitem nicht
trivial ist. —
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Zur Erinnerung aus der linearen Algebra:

Definition 2.2 (Lineare Abbildung). Eine Abbildung £ : X — Y heisst linear, falls fiir
z,y € X und o, B € K

L(ox + Py) = al(zx)+ FL(~y), und L(z)=0 & z=0

gilt.

Bemerkung 2.1. Die Matrix A € R™*" beschreibt eine lineare Abbildung

L:R"—R"
XxX—Hy=A-x.

Beweis als Aufgabe. o

Bemerkung 2.2 (Absolute Kondition). Die Menge der linearen Abbildungen bildet beziig-
lich der iiblichen additiven Verkniipfung wieder einen K-Vektorraum. Diesen kann man wieder
mit einer Norm ausstatten.

Legt man eine Norm || - || x fiir X und eine Norm || - ||y fiir Y fest, so gibt die Operatornorm
von L an, wie die Abbildung £ die Einheitskugel K., (0,1) verformt.
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Definition 2.3. Sei

ILllx—y == sup [[L(z)lly = sup [L(z)ly (2.3)
IZ:EK“.HX(O,l) [zl x =1

die Operatornorm von L.

Fiir beliebiges z € X gilt

- T
v l|lz|| € K\I-le(oal)
Also ist
HE”X—)Y 1= sup M
z7#0 |zl x

zu (2.3) dquivalent. Daraus folgt die Eigenschaft

[£@)ly < ILllx-ylellx VeeX.
Man sagt, £ ist beschrankt, wenn ||L||x_y endlich ist. Es gilt

Satz 2.2. FEine lineare Abbildung ist beschrankt genau dann, wenn sie stetig ist.

Stetig heisst: Zu jedem z € X und € > 0 gibt es ein § = (x,€) > 00, dass ||L(z)—L(2')||y <
e fir alle ||z — 2/||x < d. Wegen der Linearitat gilt

1£(2) = L@y = [1£(z = 2y < [ L]l x-yllz = 2']x.
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Daher, wenn £ beschrankt ist, ist £ sogar Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante ||£|| x v
Die absolute Kondition einer linearen Abbildung ist somit gerade durch die entsprechende Ope-
ratornorm ||L||x_y gegeben. L

Bemerkung 2.3. Sei speziell X = R, Y = R™ und B € R™*" eine (m x n)-Matrix. Stattet
man sowohl X als auch Y mit der p-Norm fiir 1 < p < 0o aus, bezeichnet man die entsprechende

Operatornorm kurz als || B[, := || B|| x>y -
Es gilt
n
| Blloo =  max Z |bi k|, (maximale absolute Zeilensumme) (2.4)
i=1,....m el ’
sowie
m
Bl = max Z |bi x| (maximale absolute Spaltensumme). (2.5)
Theli=

Fir A € R™*"™ gilt

||A||2 =V )‘maX(ATA)’

wobei AT die Transponierte von A ist und Ayay der grosste Eigenwert. .

Die relative Kondition linearer Abbildungen verlangt die Abschétzung von

I1£(z) — L(2)]ly 17 — = x
durch ———
1£(z)|| x [/l x
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Satz 2.3 (Relative Kondition). Sei L eine bijektiv lineare Abbildung, dann gilt

1£) - L@y 1% — zllx
E@ly ="

wobei
K(L) = 1L x=y 1L v x-

Wir betrachten nun den Spezialfall, dass die lineare Abbildung £ gegeben ist durch

L:R" - R"?
X—y=A-x,

mit A € R"*™. In dem Fall gilt der Satz:

Satz 2.4. Sei x + Ax die Losung von A - (x + Ax) = b+ Ab. Dann gilt

|Az| 1 |Ab|
<[lA= - 1Al ==
|| 0]

Beweis. Der Satz folgt direkt aus dem Satz 2.3 mit £ = A~L.
Hier im konkreten Kontext die Beweisskizze: Es gilt

A-(z+Az)=b+Ab & AAz=Ab & Az=A'Ab,
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und somit
|Az| = [A7TAD < [JATY - |Ab.

Andererseits gilt
0] = |Az| < [|A] - |z|

37

und daher
1
[ = 10|
Aus den beiden Ungleichungen folgt
|Az| |Ab|
<[ ATHE- b - < AT - 114 -
ol ! | T ——— |’
=:k(A)
]
Definition 2.4. Die relative Konditionszahl beziiglich der Operatornorm || - || ist definiert

durch
K(A) = |A7H] - Al
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Bemerkung 2.4. Die Konditionszahl hat folgende Eigenschaften:
1. Die Konditionszahlen von Matrizen héngen von der jeweiligen Norm || - || ab.

2. Es gilt stets
1 < k(A).

Bemerkung 2.5. Aufgrund dessen, dass die Inverse A~! einer Matrix A benétigt wird, ist es
im Allgemeinen sehr schwierig und aufwéndig, die Konditionszahl x(A) zu berechnen. Ist A
schlecht konditioniert, so kann auch die Inverse nicht exakt berechnet werden, womit auch die
Konditionszahl nicht berechnet werden kann. Es existieren Methoden, die im Laufe der Losung
eines linearen Gleichungssystems eine Schétzung der Konditionszahl liefern. .

Um die Genauigkeit einer Anndherung # der Losung eines Gleichungssystems Ax = b zu
messen, wird oft als Mass die Grosse des

Definition 2.5. Residuums

]l
[l
(&
|
o
S3
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verwendet, welches man ohne Kenntnis der exakten Losung x berechnen kann. Wie aussage-
kriftig die Grosse des Residuums in Bezug auf den tatséchlichen Fehler ist, hingt wieder von

der Kondition ab _ ~
—1@ |z — 7|

“A T =

und kann daher ein schlechtes Mass fiir den Fehler sein.

3 1.001 3
A= (6 1.997) , b= (6) '
Die exakte Losung des Gleichungssystems Az = b ist

= ()

P 0.99684 wd 5 — 1.000045
~\ 0.00949 ~\ 0.000089 )’

ERT

Beispiel 2.3. Sei

Fiir die Anndherungen

gilt
[7]loe = ||b — AZ|loe = 1.95 - 107°
[#]loe = [|b — AZ||oo = 4.48 - 10~
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Die Norm des Residuums ist daher fiir Z viel kleiner als fiir Z. Der Fehler ist jedoch viel grosser:

2 = Z[|oo = 9.49- 1073 > ||z — 2|00 = 8.90 - 107°

2.1.3 Dreiecksmatrizen, Riickwartseinsetzen

Sogenannte Dreiecksmatrizen ergeben leichter 16sbare Systeme.

Definition 2.6 (Dreiecksmatrix). Eine Matrix R = (r;;);';—; € R™*" heisst obere Drei-
ecksmatrix, falls
Tij = 0 firz> 7,

untere Dreiecksmatrix L = (l; ;)= € R™*", falls
li,j =0 fur:<j.

Dreiecksmatrizen deren Diagonaleintriage eins sind, heissen normiert.




2.1. LINEARE GLEICHUNGEN, DIREKTE LOSUNGSVERFAHREN
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Definition 2.7. Eine Matrix D = (d; ;)};_; € R™ " heisst Diagonalmatrix, falls

di,j=0 furz;é]

gilt. Schreibweise

D= diag(dl’l, ey dn,n)-

Wir betrachten das System

r1,1%1 + 11272 + .. + rinTn = by

72,222 + ... + ronTn = by

Tn—1,n—1Tn—1 + Tn—1nTn = bpn—1
TnnTn = by

Das System hat genau dann eine eindeutige Losung (vgl. Satz 2.1), wenn

det R=7r11-122" ... Thpn #0,

gilt, daher alle Diagonaleintrége ungleich Null sind.
Das System kann durch Riickwértseinsetzen sukzessive gelost werden
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Einsetzen von z,, in die zweitletzte Gleichung ergibt

bp—1 — Tn—1,n Tn

Tp—1 =
Tn—1,n—1
Allgemein kénnen wir festhalten
Algorithmus 2.1 (Riickwértseinsetzen). Fir j =n,n —1,...,1 berechne
n
b; — Z T4k Tk
k=j+1
T = — s (2.6)
Y
wobei obige Summe fiir j =n als Null interpretiert wird.

Bemerkung 2.6. Der Rechenaufwand fiir das Riickwértseinsetzen ist gegeben durch: Fir jedes
j=n-—1...,1:

e n — j Multiplikationen / Additionen
e eine Division
und eine Division fiir j = n. Daher

e , n(n —1) 1
(Z(n—j)) + :T+n:§(n2+n)

Jj=1 Divisionen

Multiplikationen / Additionen
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Der Rechenaufwand fiir das Riickwértseinsetzen betriagt also ca. %n2 Operationen.

Gefragt sind daher Methoden um ein das System
Ax=0b, detA#0

auf Dreiecksgestalt zu bringen.

2.1.4 Gauss-Elimination, LU-Zerlegung
Gauss-Elimination ohne Pivotisierung

Die bekannteste Methode das System
Ax=0b, detA#0

auf Dreiecksgestalt zu bringen, ist die Gauss-Elimination. Man verdndert die Losung nicht,
wenn man Vielfache einer der Gleichungen von den anderen subtrahiert. Daraus resultiert das
folgenden Vorgehen:

e Seiaj; #0.
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e Subtrahiere geeignete Vielfache der 1. Gleichung von den iiberigen.

A=AM) A®2)

* * * ‘ *

* * O*x ...
M)

* * 0] = *

e Wende das Vorgehen rekursiv auf A®*) an, bis k = n.

A®) A®)
* [ % % * % k| % *
0|G = * 0 *|* *
Ol * ... % || 0 O0]=* ... =
Ao z A®)
0] = * 0 0] = *

(k)
i,j
heisst Pivotelement. In analoger Weise ist natiirlich auch die rechte Seite b umzuformen. Es ist
zweckmassig, nicht das lineare Gleichungssystem aufzuschreiben, sondern nur die Matrix A und
die Spalte b, die zu einer Matrix (Ab) zusammengefasst werden. Es ergibt sich der folgende

Algorithmus:

(k)

Die Eintrdge der Matrix A®) werden mit a) bezeichnet. Der Eintrag a; ;, markiert mit (%),
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Algorithmus 2.2 (Gauss-Elimination).

Gegeben A € R™"™ b e R", wobei det A # 0.
Fir j=1,2,...,n—1
und falls ag-?} #0 ist
fir i=j54+1,7+2,...,n
subtrahiere in (Ab) Zeile j mit
aV)
i
()

Jod

Faktor /;; := von Zeile 1.

a

Definition 2.8. Der Prozess
e Bestimme (Ab) — (Rc) geméss Algorithmus 2.2

e L6se Rx = c durch Riickwértseinsetzen, Algorithmus 2.1

heisst Gauss-Elimination ohne Pivotisierung.

Es stellt sich abschliessend die Frage, wie die Gauss-Elimination zur Strategie (2.2) passt:
Ar=b & CAz=Cbl.

Wenn der Prozess AU — AU+ als Multiplikation des Systems mit einer reguliren Matrix



46 KAPITEL 2. GLEICHUNGSSYSTEME

interpretiert werden kann, ist der Zusammenhang gezeigt. Mit Hilfe der Frobenius-Matriz Ly,

1
0
1
L = 1 , (2.7)
g1k 1
0 :
b O 1
wobei fi 41k, ...,k € R beliebig, kann der Prozess beschrieben werden.

Durch iterative Anwendung der Frobenius Matrix ergibt sich

Ln_an_Q...LlA:L‘:Ln_an_Q...le.

—A(M)=:R =:c

Bringt man die Frobenius-Matrizen auf die rechte Seite, erhélt man eine sehr wichtige Zerlegung
der Matrix A:

A= (Ly-1Lps...L1) '"R=L7"Ly"...L;),R=LR.
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Durch Nachrechnen kann leicht gezeigt werden, dass

1
Lottt = Z?’l 0 (2.8)
gn,l gn,n—l 1

gilt.

Satz 2.5. Gilt im Gauss-Alogorithmus stets agjj) # 0, dann erhdlt man
A=LR,

wobei R durch das Resultat R der Gauss-Elimination (Algorithmus 2.2) definiert und L die

durch @
o = 00
)

J,J

definierte normierte untere Dreiecksmatrix ist.
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Gauss-Elimination mit Pivotisierung

1
Will man die Matrix A = (1) 1 mit der Gauss-Elimination zerlegen, scheitert man sofort,
da a;1 = 0 ist. Es liegt jedoch auf der Hand, dass die beiden Zeilen vertauscht werden kénnen
11

(bedeutet nur eine andere Reihenfolge der Gleichungen). Man erhélt in dem Fall R = 0 1)
und ist damit schon am Ziel. Das Vertauchen von Zeilen ist daher sicherlich notwendig, wenn
man auf ein verschwindendes Pivotelement trifft.

Es gibt noch einen weiteren Grund, die Zeilen zu vertauschen. Das folgenden Beispiel zeigt,
dass das Vertauschen von Zeilen sehr vorteilhaft sein kann, wenn man Rundungsfehler mit

einbezieht.
0.00031 1 1\ [ -3
1 1 xI9 o -7

Mit €51 = 1/0.00031 ergibt Gauss-Elimination

Beispiel 2.4.

(Re) — ( 0.0(())031 1 1 1 i —3_3 ) '
~0.00031 | — ' 7 0.00031
Riickwartseinsetzen liefert
—7 — _—3 _3_z
2o = 0.010031 gy = 2
1 0.00031

~ 0.00031
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Bei 4-stelliger Rechnung mit Abrunden folgt

9670 —342.998
— ~ 2. _ 220 64
—3225 998 T = = 00031 0.45

Exakte Rechnung ergibt jedoch

T2

1 = —4.00124..., o= —2.99875....
Betrachtet man die Kondition des Problems
k(A) =4.00

so ist das Resultat nicht befriedigend und hat offensichtlich nicht mit dem Problem selber,
sondern mit der Losungsmethode zu tun!
Werden die Gleichungen in der Reihenfolge vertauscht, so erhélt man

(Fe) = < (1) 0.91996 ‘ —2.9798 )
und bei 4-stelliger Rechnung mit Abrunden folgt
x1 = —4.000, x2 = —3.000.
Damit akzeptable Werte. .

Bemerkung 2.7. Obwohl a;; # 0 gilt, ist hier offensichtlich eine Vertauschung von Zeilen
vorteilhaft. .
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LU-Zerlegung

Das Vertauschen von Zeilen kann ebenfalls mit Hilfe einer Multiplitkation einer Matrix beschrie-
ben werden. Fiir das Beispiel 2.4 erhalten wir

01 . 0.00031 1) 1 1
1 0 1 1/ (0.00031 1
————
=P12

Die Permutationsmatriz P 2 vertauscht die erste und zweite Zeile.

Beispiel 2.5.

O O O
_ o O O
o= O O
O O = O

vertauscht die 2. und 4. Zeile. L
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Satz 2.6 (LU-Zerlegung). Zu jeder reguliren Matriz A existiert eine Permutationsma-
triz P, eine eindeutige untere normierte Dreiecksmatrix L deren Eintrige samtlich betrags-
mdassig durch eins beschrankt sind, und eine eindeutige obere Dreiecksmatriz R, so dass

PA=LR.

Die Matrizen R, L und R ergeben sich aus der Gauss-FElimination mit Spaltenpivotisierung.

Die Implementierung der LU-Zerlegung mit Skalierung und Spaltenpivotisierung kann wie
folgt beschrieben werden:

e Bestimme die Diagonalmatrix
D= diag(dl, ey dn),

so dass D A zeilenweise dquilibriert ist, dh.

n —1
d1:<2|az,k|> 5 izl,...,n
k=1

e Wende Gauss-Elimination mit Spaltenpivotisierung auf D A an. Im j-ten Schritt der
Gauss-Elimination wéhlt man diejenige Zeile als Pivotzeile, die das betragsmaéssig grosste
Element in der ersten Spalte der (n+ 1 — j) x (n+ 1 — j) rechten untere Restmatrix hat.
Falls diese Pivotzeile und die j-te Zeile verschieden sind, werden sie vertauscht.
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Algorithmus 2.3. LU-Zerlegung mit Skalierung und Spaltenpivotisierung
Fir ¢ =1,2,...,n:
di /(i lasl);
Fir j=1,2,...,n:
QG5 d; Qi j; (Skalierung)
Fir j=1,2,...,n—1:
Bestimme p mit j <p <mn, so dass |ap;| = max |a;;|;
Jj<i<n
i =P;
Vertausche Zeile j mit Zeile p; (Spaltenpivotisierung)
Fir t=j5+4+1,...,n:
aij Z;i (neue Eintrége in L)
Fir k=5+1,...n:
Qi < Qi — Qi j0j k" (neue Eintrédge in R)

Die Werte d; ergeben die Diagonalmatrix D = diag(dy,...,dy). Die Zahlen r; entsprechen
den elementaren Permutationsmatrizen Pj,.. Das Produkt aller elementaren Permutationen ist
gegeben durch

P = Pnfl,rn,l Pn72,rn,2 cee PQ,?"Q Pl,rl'

Gemadss Satz 2.6 produziert der Algorithmus 2.3 die Zerlegung
PDA=LR.

Bemerkung 2.8. Wenn die Betragssummen der Zeilen von A bereits etwa die gleichen Gros-

senordnungen haben, kann man auf die Skalierung verzichten.
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Bemerkung 2.9. Der Rechenaufwand fiir die LU-Zerlegung tiber Gauss-Elimination mit Spal-
tenpivotisierung betragt ca.

1
§n3 Operationen.

Bemerkung 2.10. Merke:

e Skalierung verbessert die Konditionszahl der Matrix.

e Pivotisierung verbessert die Stabilitit der Gauss-Elimination / LU-Zerlegung.
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Anwendungen der LU-Zerlegung

Losen eines Gleichungssystems Die Losung von
Ax=0b

ergibt sich iiber die Losung zweier Dreieckssysteme

Ax=b & PAx=Pb & L Rz =Pb
~—~
=y
& Ly=Pbund Rx =y (2.9)

Zuerst bestimmt man durch Vorwartseinsetzen y und danach durch Riickwartseinsetzen x.

Mehrere rechte Seiten Hat man mehrere Rechteseiten b;, so benétigt man die LU-Zerlegung
mit einem Rechenaufwand von ~ %n?’ Operationen nur einmal. Das Vorwérts- / Riickwérts-
einsetzen benétigt jeweilen nur ~ n? Operationen.

Berechnen der Inversen Als Anwendungsbeispiel fiir mehrere rechte Seiten kann die Be-
rechnung der Inversen betrachtet werden: Sei x; € R™ die i-te Spalte der Inversen von A:

A = (z120 ... 2y).

Aus AA~T =1 folgt
Ami:ei, iZl,...,’I’L.
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Berechnung von Determinanten Aus P A = L R folgt
det P det A = det L. det R = det R.

Fiir det P gilt
det P = det Pn,rn . det Pl,m _ (_1)# Zeilenvertauschungen

und somit "
det A = (_1)# Zeilenvertauschungen H T
j=1
Gegentiber dem Laplaceschen Entwicklungssatz (~ n! Operationen) werden nun nur noch ~ %ng
Operationen benotigt.

Nachiteration Aufgrund der Rechnerarithmetik ist es nicht méglich L und R exakt zu be-
rechnen. Sei zg der Startwert und dg = T —x0 der Fehler des Startwerts, wobei mit x die exakte
Loésung von A x = b bezeichnet sei. Mit L, R sei die Naherung von L, R bezeichnet. Es gilt daher

A50:b*A$0:7“0. (210)

Koénnte man (2.10) exakt 16sen, bekdme man mit ¢ + dp die exakte Losung. Dies ist nicht
moglich. Daher wird mit der berechneten Nédherung L, R iiber (2.9) die Gleichung (2.10) gelost:

Lyo =10, RSy = yo.

Mit 1 = zg + dp erhélt man eine weitere Naherung, die hoffentlich exakter ist.
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Algorithmus 2.4 (Nachiteration).
Sei rg gegeben.
Fir k=0,1,2,..., berechne:

Lyy =rr R = y;

Tky1 = Tk + O ;

Tht1 =b— Azpig;

Bemerkung 2.11. Gilt fiir die ndherungsweise LU-Zerlegung LR = A + AA, so konvergiert
das Verfahren der Nachiteration (bei exakter Rechnung) gegen die Lésung von Ax = b, wenn
flir irgendeine Norm auf R” die Bedingung

_ 1
1A Al < 5

erfiillt ist. Diese Bedingung ist hinreichend, jedoch nicht notwendig. In der Praxis wendet man
die Nachiteration - meist mit sehr gutem Erfolg - ohne Uberpriifung der Bedingung an. |
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Beispiel 2.6 (Finite Differenzen Methode). Wir betrachten das Randwertproblem

—u"(z) =1 fiirx €(0,1)
u(0) =0 (2.11)
u(1l) =0.

Die analytische Losung der Differentialgleichung kann einfach durch zweimal integrieren berech-
net werden, wir erhalten

1
u(z) = —5302 + Crx + Cos.

Aus u(0) = 0 folgt Cy = 0 und mit u(1) = 0 erhalten wir C; = —1/2. Damit folgt die analytische
Losung des Randwertproblem (2.11)

u(x) = —%x(az —1).

Ziel des Beispiels ist das Randwertproblem (2.11) numerisch zu berechnen. Dazu benutzen
wir die sogenannte Finite Differenzen Methode. Dabei wird der Differenzialquotient durch den

Differenzenquotient ersetzt
o (2) ~ u(x + h})L - u(a:)

Fiir die Konvergenz wird vorausgesetzt, dass die Funktion u(x) differenzierbar ist. In dem Fall
gilt
. ulz+h)—ulx)
oy h = ().



https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/BeispielFDM.html
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Sprich: die Ableitung wird diskretisiert.

Um die zweite Ableitung zu erhalten, wird das Vorgehen an den Funktionen u(z + A)
und u(x) wiederholt. Es folgt die Diskretisierung der zweiten Ableitung mit Hilfe der finiten
Differenzen (bzw. dem Differenzenquotienten)

u(z+h) —u(z) ulx)—ulz—h) oo .
W(2) = h . h _u@+h) - %;L(;c) +u(z — h) (2.12)

Fiir die numerische Berechnung wird die Funktion u(x) nun diskretisiert. Dazu zerlegt man das
Intervall [0, 1] in die Teilintervalle

[xo, 1], [21, 22, - .., [Tn—1, Tn],
wobei xg =0 < 21 < ... < Tp_1 < Ty = 1 gilt. Wir schreiben

u; = u(x;) firi=0,...,n.
Fiir die Differentialgleichung erhalten wir n — 1 Gleichungen

—ug + 2u1 —ug = h2
(2.13)

2
—Up—9 + 2Up_1 — Uy, = h”°.
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Die Diskretisierung der Funktion u(x) fithrt zu n+1 Unbekannten. Das bedeutet zwei Freiheits-
grade miissen Durch die Randbedingung definiert werden, im Beispiel gilt ug = u, = 0. Sind
die Randbedingungen nicht homogen (daher gleich Null), folgt fiir das Gleichungssystem (2.13)

2u1 — Uy = h2—|—u0

—uy + 2us —ug = hQ

—Up—3 + 2Up—2 — Up—1 = hz-
—Up—g + 2un_1 = h%+u,.

oder in Matrixschreibweise

2 -1 0 0 (75} h2—|—u0

0o .- o] @ |= : (2.14)
AN 2 -1 |Un2 h?

0 ... 0 -1 2 Un—1 W2+ up

Das System kann mit Hilfe der LU-Zerlegung Faktorisiert und durch Vor-/Riickwértseinsetzen
gelost werden (vgl. Jupyter-Notebook).
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Korrolar 2.1. Seiep, = u(x)—uy, der Fehler der Diskretisierten Poisson-Gleichung —u(z) =
f(x) mit Dirichlet Randbedingung. Unter der Voraussetzung u(z) € C*([0,1]) gilt

1
< —Ch?
Heh”Zh — 48 Y

wobel

C = [[u® ()|l

Cholesky-Zerlegung

Die LU-Zerlegung kann prinzipiell auf beliebige Gleichungssysteme mit reguldren Matrizen an-
gewandt werden. In vielen Anwendungen treten jedoch Matrizen auf, die zusétzliche Struktur-
eigenschaften haben. In vielen Féllen ist die Matrix positiv definit.

Definition 2.9. A € R™*" heisst symmetrisch positiv definit, falls

AT = A Symmetrie

und
zl Az >0 positiv definit

fir alle z € R™, z # 0 gilt.

Beispiel 2.7. Sei A = BT B mit B € R™*", wobei B vollen Rang hat. Daher die Spalten von
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B sind linear unabhéngig. Es gilt
AT = (BTB)T = BT (BT = BTB = 4,
daher A ist symmetrisch. Sei x € R", dann gilt
T Az =27 B'Bz = (Bx)T(Bz) = |Bz|*> > 0.

Bs gilt 27 Az = |Bz|?> = 0 nur, falls Bx = 0 gilt. Da B vollen Rang hat, muss daher x = 0 sein.
Also gilt 27 Az > 0 Vz # 0. A = BT B ist daher positiv definit.

JR—

Satz 2.7. A € R"™*" sei symmetrisch positiv definit. Dann gelten folgende Aussagen:

. A ist invertierbar und A~' ist symmetrisch positiv definit.

. A hat nur strikt positive (reelle) Eigenwerte.

1
2
3. Jede Hauptuntermatriz von A ist symmetrisch positiv definit.
4. Die Determinante von A ist positiv.

9

. A hat nur strikt positive Diagonaleintrige und der betragsmdssig grosste Eintrag von
A liegt auf der Diagonalen.

6. Bei der Gauss-Elimination ohne Pivotisierung sind alle Pivotelemente strikt positiv.
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Satz 2.8. Jede symmetrisch positiv definite Matriz A € R™ ™ besitzt eine eindeutige Zer-
legqung
A=LDL",

wobet L eine normierte untere Dreiecksmatriz und D eine Diagonalmatriz mit Diagonal-
eintragen
dm‘ >0, 21=1,...,n,

ist. Umgekehrt ist jede Matriz der Form L D LT mit L, D mit obigen Eigenschaften sym-
metrisch positiv definit.

Konstruktion der Cholesky-Zerlegung Das Vorgehen sei anhand eines kleinen Beispiels
illustriert:

Beispiel 2.8.

2 6 -2 1 0 0 dig 0 0
A=|6 21 0|, L=ty 1 0|, D=| 0 dyy O
-2 0 16 31 l35 1 0 0 dss
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Es gilt

LDLT =

1 0 0 dl,l 0 0 1 62,1 53,1

lry 1 0 0 de2 O 0 1 {39

l31 32 1 0 0 dsg3 0 O 1
dy1 0 0 1 b1 L3

loadin  dog 0 0 1 {39
l31d11 l32d22 d3z) \O O 1

Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A ergibt

j=1: (1,1)-Element:

(2,1)-Element:

(3,1)-Element:

j=2: (2,2)-Element:

(3,2)-Element:

j=3 (3,3)-Element:
Somit folgt

dii=a11=2

la1di1 = a1 =6 = V(21 =3

l31d1g = a3y = —2= {37 = —1

f%’1d1,1 + d272 =az2 = 21 = dg,g =3
l31d11021 +l32d22 = a3z =0 =39 =2
£§,1d1,1 + €§’2d272 +d33 =a33 =16 = d33 = 2.

1 00 200
-1 2 1 0 0 2

Betrachtet man den allgemeinen Fall der Gleichung

A=LDL",

63
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so folgt fiir den unteren Dreiecksteil

n n—1
i =y ligdjili = D lijdjleg +lipdep, 2k,
j=1 j=1

wobei /; ; = 0 fiir j > k und £, = 1 gilt. Damit folgt

k-1

Cigdig = aip — Y lijdjjlr; >k
j=1

Fiir £ = 1 ist die Summe leer. Da ¢, ;, = 1 fiir alle k = 1,...,n gilt, folgt fiir die erste Spalte
k=1:

liidip=a1n = dig=ai
a1 . .
li1 = = fird > 1.
dy1

Hier wurde die Eigenschaft benutzt, dass A nur strikt positive Diagonaleintrage hat. Nun wird
vorausgesetzt, dass die Spalten 1,...,k— 1 der Matrix L und D berechnet sind. Es folgt fiir die
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k-te Spalte von L und D:

k—1
i=k: lpgdi ) = g — Z 13%,]- djj
j=1
k—1
= dk,k = Qpk — Z ezyj dj’j (2.15)
j=1
k—1
i>k: Gk = | aik — Y lijdjjli | /di, (2.16)
j=1

wobei wiederum die Eigenschaft benutzt wird, dass A nur strikt positive Diagonaleintrige hat.



66 KAPITEL 2. GLEICHUNGSSYSTEME

Wir kénnen mit (2.15) und (2.16) das Cholesky-Verfahren wie folgt notieren:

Algorithmus 2.5 (Cholesky-Verfahren).
Fir k=1,2,...,n:
k—1
diag < ag i — Z E%,j dj,j;
=1
Falls diag < JO: Abbruch; (Matrix ist nicht positiv definit)
di ), < diag;
Fir i=k+1,...,n:

k—1
sy = (ai,k — Z ei,jdj,jek,j) /dk ks

5=

Bei der Implementierung werde die Eintrage von A iiberschrieben: ¢; ; kommt in den Speicher-
platz von a; ; und d;; kommt in a; ;.
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Bemerkung 2.12 (Jupyter-Notebook).
e Das Cholesky-Verfahren benoétigt ca. %n‘g Multiplikationen und Additionen, daher unge-
féhr halb so viele wie die LU-Zerlegung.

e LDLT entspricht der LU-Zerlegung fiir R = DL”. Pivotisierung wiirde die Symmetrie der
Matrix zerstoren und ist daher weder notwendig, noch sinnvoll.

e Die Losung des Problems A x = b ist gegeben durch
Ly=b, L'z=D1y.
e Eine weitere Form der Cholesky-Zerlegung ist
A=LIL",
wobei die Dreiecksmatrix L nicht normiert ist. Es gilt

L=LDY? DY =diag(\/di1,...,\/dnn).


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/CholeskyZerlegung.html

68 KAPITEL 2. GLEICHUNGSSYSTEME

LU-Zerlegung einer Tridiagonalmatrix

FEin wichtiger Spezialfall der Bandmatrizen ist die Tridiagonalmatriz.

Definition 2.10. Die Matrix

a1 a2 O ... 0
az1 @22
A=1| o 0
an—1,n
0 oo 0 Gun-1 anp

heisst Tridiagonalmatriz.

Unter der Voraussetzung, dass die Gauss-Elimination ohne Pivotisierung moglich ist, z.B. im
Speziellen bei symmetrischen positiv definiten Matrizen, ergibt die elementweise Auswertung
der Gleichung L R = A, wie bei der Herleitung des Cholesky-Verfahrens, folgenden einfachen,
sehr schnellen Algorithmus:
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Algorithmus 2.6 (LU-Zerlegung einer Tridiagonalmatrix).
Sei r11:=a1,1;
Fir j=2,3,...,n:

-1 = ajj-1/Tj-1,4-1

=1y = W=y

Tjg = @55 — {5 5-17m5-1,5-

Bemerkung 2.13. In dieser Rekursion zur Bestimmung der LU-Zerlegung einer Tridiago-
nalmatrix ist der Rechenaufwand etwa 2n Operationen. Will man mit der berechneten LU-
Zerlegung ein System 16sen, dann sind zudem noch ca. n Operationen in der Vorwértssubstitu-
tion und 2n Operationen in der Riickwértssubstitution nétig. Insgesamt ergibt sich ein Aufwand

von ca. bn Operationen!
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2.2 Lineare Ausgleichsrechnung

2.2.1 Einleitung, Problem

Die Ausgleichsrechnung ist eine mathematische Optimierungsmethode, um fiir eine Reihe von
Messdaten die unbekannten Parameter eines Modells zu bestimmen bzw. schétzen.

Beispiel 2.9. Man betrachte eien einfachen Stromkreis, wobei I die Stromstérke, U die Span-
nung und R den Widerstand bezeichne. Die Modellannahmen beruhen auf dem Ohmschen
Gesetz

U=R-I.
Man nehme nun an, dass eine Messreihe (U;, ;) mit ¢ = 1,...,m durchgefithrt wurde. Die
Aufgabe besteht nun darin aus den Messdaten den Widerstand R zu bestimmen. Theoretisch
miisste der gesuchte Wert alle Gleichungen

U=R-I;,, i=1,....m
erfiillen. Da die Messdaten mit (Mess)-Fehlern behaftet sind, werden die Gleichungen
U;
I;

unterschiedliche Resultate liefern. Das Vorgehen ist somit nicht Ziel fithrend.
Ein anderer Ansatz besteht darin den Fehler

R=

f(R) := f:(R I; — U;)? = min (2.17)

=1
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zu minimieren. Da f eine quadratische Funktion ist, kann nur ein Extremum vorliegen, das
durch die Nullstelle der Ableitung gegeben ist:

f'(R) = iQ(R-Ii ~U)-I; =2R (i[ﬁ) -2 (iUI) =0.
=1 =1 =1

Es folgt somit fiir den Parameter R

XU

R= SR (2.18)
1= (2

1 TA]

e U [V]
10 20 30 40 50

Abbildung 2.2: Messungen (U;, I;)
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Beispiel 2.10 (vgl. Praktikum 4). Wir betrachten ein weiteres Beispiel. Gegeben sei ein
periodischer Vorgang zum Beispiel aus einer Messung (¢;, u;), fiir dessen Modellierung durch eine
stetige Funktion f(¢) mit Periode T eine Linearkombination der trigonometrischen Funktionen

verwendet wird. Gesucht sind daher die Koeffizienten a; und by von

l\DI»—\

fult Z (ag cos(wkt) + bysin(wkt)).


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/praktika/praktikumSW4/beschreibung4.html
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uv]

t[s]

Abbildung 2.3: Messungen (t;,u;)

Zur Bestimmung einer geeigneten Approximation miissen 2n + 1 Koeffizienten berechnet
werden. Daher nehmen wir an, dass die Anzahl Messungen m grosser ist als die Anzahl zu
bestimmende Koeffizienten

2n+1<m.

In dem Fall kann wieder die Fehlerquadratsumme minimiert werden

m

Z(fn(ti) — u;)? — min.

=1
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2.2.2 Das lineare Ausgleichsproblem

Aus theoretischen Uberlegungen ist bekannt, dass eine bestimmte Grosse b(t) iiber einen gewis-
sen funktionalen Zusammenhang von einigen Parametern x1,...,x, abhangt:

b(t) =y(t;z1,...,zp).

In der Ausgleichsrechnung geht es darum, aus einer Reihe von Messungen die Parameter zu be-
stimmen, die den gegebenen Prozess moglichst gut beschreiben. Dabei geht man davon aus, dass
viel mehr Messungen als Parameter existieren und damit das Gleichungsproblem iiberbestimmt
ist. Wobei das Gleichungssystem aufgrund von Messfehlern im Allgemeinen nicht konsistent ist.

Daher versucht man, diejenigen Parameter x1,...,x, zu bestimmen, fir die
m
Z(y(ti; T1,...,2Tn) — bi)> — min. (2.19)
i=1

gilt. Der Schliissel zu Entwicklung numerischer Verfahren liegt im Verstdndnis der Fille, in
denen der Ansatz bzw. das Modell linear ist, daher

y(tiixr, ..., xn) =0 1T1 + ...+ QinTy, 1=1,...m,

wobei die Koeffizienten a; ;. gegeben sind.
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Definition 2.11. Die Summe

m

> (tiszr, ... x0) — i) (2.20)

=1

nennt man auch Summe der Fehlerquadrate und die damit verbundene optimale Losung
Kleinste- Quadrate-Losung.

Beispiel 2.11. Im Beispiel 2.9 gilt
a;1 = 1I;

und im Beispiel 2.10 ist

1
a; ) = (5, cos(lwt;), sin(lwt;),...,cos(nwt;), sin(nwti))

i=1,...,m
P

m,n

In Matrixform mit A = (a;;); ;=

(2.19) die dquivalente Form

1 € R™*™ und b € R™ folgt fiir das Minimierungsproblem

|Az —b|5 — min .
TeR™
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Definition 2.12 (Lineares Ausgleichsproblem). Zu gegebenem A € R™*™ und b €
R™ bestimme man z* € R” fiir das

|42" — b5 = min |4z — b3 (2.21)

gilt, wobei n < m sei. Der im Allgemeinen nicht verschwindende Vektor A z — b nennt man
Residuum von x.

Beispiel 2.12 (Jupyter-Notebook). Gegeben seien die Messdaten

t|01 2 3 4 5
T3 9 1 33 5l
Y ‘ 2 4 10 20 34 B2
mit einer vermuteten Gesetzméssigkeit der Form
b(t) = a4
= ao——-s :
Y 1+1¢2


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/SystemmatrixLineareAusgleichsrechnung.html
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Das zugehorige lineare Ausgleichsproblem in der Form (2.21) ist gegeben durch

T G A WY

&
Il
/-~
™ Q
N——
D
Il
g|)—l :|,_. 5|)—l ST TS
Rl EE Bl gle wie i

Bemerkung 2.14. Grundsétzlich kdnnte man
|Az — b|| — min

beziiglich einer beliebigen Norm betrachten. Die Euklidische Norm ||-||2 14sst jedoch eine schliis-
sige statistische Interpretation zu und ist zu dem iiber ein Skalarprodukt (||z|z = (z,z)'/?)

definiert. L

Normalgleichungen
Die Losung von (2.21) ldsst sich auf die Losung des linearen Gleichungssystems
AT Az = ATp

reduzieren, welche haufig als Normalgleichungen bezeichnet wird. Es gilt der Satz:
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Satz 2.9. z* € R"” ist genau dann Losung des linearen Ausgleichsproblems (2.21), wenn
x* Losung der Normalgleichungen

ATAz = ATb (2.22)

ist. Das System der Normalgleichungen hat stets mindestens eine Losung. Sie ist genau
dann eindeutig, wenn Rang(A) = n gilt.

Da die Euklidische Norm {iber ein Skalarprodukt definiert ist, ist die Funktion
fx)=||Az—b|3=(Az—b Az —b)y =2l ATAz — 22T Ab+bTb

eine quadratische Funktion in € R™. f nimmt daher ein Extremum genau dort an, wo der
Gradient
Vi(z)=2ATAz — ATh) =0

gilt. Diese Bedingung sind gerade die Normelgleichungen (2.22).

Bemerkung 2.15 (Geometrische Interpretation). Geometrisch kann das Problem || Az —
b|3 — min so interpretiert werden, dass die Differenz b — Az senkrecht auf dem Bildraum
im(A) = {Az| z € R"} stehen muss. Es gilt also:

|Az — b||3 — min < Az —b L im(A), (2.23)

vgl. Abbildung 2.4.
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R™™™y

Ax*

RTL
>

*

x
Abbildung 2.4: Geometrische Interpretation des
linearen Ausgleichsproblems

Es gilt
Az —b 1L im(A) & wl(Az —b) =0 VYw € im(A)
e (AYT(Az—b)=0 VyeR"
o yl(ATAz — ATh) =0 VyeR"
o ATAz—ATh =0,

womit wir gerade die Normalgleichungen erhalten haben.

79
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Bemerkung 2.16. Falls A € R™*" vollen (Spalten-) Rang n hat, ist die Matrix AT A € R»*"
symmetrisch positiv definit. o

2.2.3 Numerische Losung des linearen Ausgleichproblems
Losung der Normalgleichungen

Da die Matrix AT A symmetrisch positiv definit ist, ergibt sich fiir die Losung des linearen
Ausgleichsproblems folgende Methode:

Algorithmus 2.7.
e Berechne ATA, ATp.
e Berechne die Cholesky-Zerlegung
LDLT = ATA

von ATA.

e [Ose
Ly=ATh, LTz =Dl

durch Vorwarts, bzw. Riickwdrtseinsetzen.
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Beispiel 2.13 (Jupyter-Notebook). Fiir das Ausgleichsproblem in Beispiel 2.12 folgt

1274691 4193 2431921
T , _ [ 976820 2210 7, _ [ 1953640
AA_<4193 6)7 Ab_<22327>'

2210 4420

Losen des Gleichungssystems AT Az = ATb liefert die optimalen Parameter

Daher folgt



https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/SystemmatrixLineareAusgleichsrechnung.html#Loesen-der-Normalgleichungen
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® Messung
—— Modell

Abbildung 2.5: Lineares Ausgleichsproblem.



2.2. LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG 83

Bemerkung 2.17. Der Rechenaufwand fiir diese Methode setzt sich wie folgt zusammen:
e Berechnung von AT A, ATb: ca. %an Operationen,
e Cholesky-Zerlegung von AT A: ca. %n‘g Operationen,

e Vorwirts- und Riickwértssubstitution: ca. n? Operationen.

Fiir m > n iiberwiegt der erste Anteil. L

Diese Methode hat prinzipiell Defizite:

e Die Berechnung von AT A ist fiir grosse m aufwendig und bringt die Gefahr von Genauig-
keitsverlust durch Rundungsfehler.

e Bei der Losung des Systems AT Az = ATb iiber das Cholesky-Verfahren werden die Run-
dungsfehler in AT A und ATb verstirkt. Die Methode kann im Extremfall sogar instabil
werden.
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Die Konditionszahl fiir Matrizen nach Definition 2.4 muss auf rechteckige Matrizen A €
R™*™ erweitert werden.

Definition 2.13 (Spektrale Konditionszahl). Die spektrale Konditionszahl der Matrix
A ist gegeben durch

_ IIAvaIz/ [Azllz _ maxjg,— [Az]2
———— / min

k2(A) :==m = — . (2.24)
220 |zll2 / «#0 |lzll2  minpg,—1 [[Az|2

Formal lasst man ko(A) = oo zu. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Spalten von A
linear abhdngig sind. Das ist der Fall wenn m < n gilt oder fiir m > n der Rang von A kleiner
n ist.

Beispiel 2.14. Sei
VERRVE] 2V/3
A=1d 0|, b= 0 |, O0<dxLl
0 ¢ 4]

Das lineare Ausgleichproblem hat die exakte Losung

-()

fiir alle § > 0. Die Konditionszahl k(AT A) ist in dem Fall gegeben durch
ro(AT A) = ko (A)?
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wobei

Amax (AT A)\ 2 5 V6
a(A) = \Jra(ATA) = (ﬁ) SRR )

K(A)
100}

107} — Kz(A)

104+ K2 (A TA)

10}

6

10°
0.001  0.100 10 1000

Abbildung 2.6: Lineares Ausgleichsproblem.

Es ist also zu erwarten, dass die Losung von AT A schneller numerisch instabil wird, als die
Loésung basierend auf A direkt.
J—

Beispiel 2.15. Das folgenden Beispiel zeigt, dass selbst ein linearer Fit mit einem Polynom
5-ter Ordnung in der Praxis schnell problematisch werden kann.
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Seien m = 1000 Samples einer Messung gegeben. Nun soll das Messsignal mit einem Polynom
5-ter Ordnung approximiert werden. Die Basisfunktionen sind daher gegeben durch

1,k k2, ... K.

und entsprechend folgt fiir die Matrix A € R1000%6

ap,. = (1kk5) k=1,...,1000.

Fiir AT A erhilt man (in Mathematica exakt gerechnet)

1000 500500 333833500 167167083333250000
500500 3338335 33576428569761905¢
ATA— 833500 50500250000 005003333333 00
‘ 005( 1671¢€ 3357642 0500
1671670: 143357642856976190500 125500583333041666750000 T
167167083333250000  143357642856976190500 1 )41 ) 111611777777311111 00 10050074999930( 91409924241424243424241924242500,

Fiir die Konditionszahl xo(AT A) folgt in dem Fall
ro(ATA) ~ 3.35-10%,

und entsprechend fiir k2(A)
ro(A) ~ 1.83-107,

womit entsprechende numerische Probleme erwartet werden konnen. Das Problem ist auch fiir
A schlecht konditioniert, mit Vorbehalt jedoch noch rechenbar, fiir AT A sieht es jedoch sehr
schlecht aus. —
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Bemerkung 2.18. Trotz dieser Nachteile wird obiges Verfahren in der Praxis oft benutzt,
insbesondere bei Problemen mit gut konditioniertem A. Im allgemeinen aber ist die im néchsten
Abschnitt behandelte Alternative vorzuziehen, da sie stabiler ist und der Rechenaufwand nur
wenig hoher ist. o

Losung iiber QR-Zerlegung

FEine Alternative zur LU-Zerlegung bietet die QR-Zerlegung einer Matrix. Die QR-Zerlegung
wird in der Praxis hdufig in der Ausgleichsrechnung und Berechnung von Eigenwerten eingesetzt.
Die Abgrenzung zu den in Kapitel 2.1 erwdhnten Methoden ist gegeben durch

1. Die LU-Zerlegung ist nur fiir (n x n)-Matrizen sinnvoll, wihrend eine QR-Zerlegung fir
allgemeine rechteckige (m x n) Matrizen konstruiert werden kann.

2. Die Methoden zur Berechnung der QR-Zerlegung einer (n x n) Matrix A sind im Allge-
meinen stabiler als die Gauss-Elimintation mit Pivotisierung zur Berechnung einer LU-
Zerlegung von A.

3. Der Aufwand zur Berechnung der QR-Zerlgung einer (n x n)-Matrix A ist im Allgemeinen
hoher als bei der Berechnung einer LU-Zerlegung von A iiber Gauss-Elimination mit
Pivotisierung

Semester-
woche 5
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LU-Zerlegung | QR-Zerlegung
Matrix (n xn) (m xn)
numerische Stabilitit stabiler
Rechenaufwand niedriger

Tabelle 2.2: Vergleich LU / QR Methode

Definition 2.14 (Orthogonale Matrizen). Eine Matrix Q € R"*" heisst orthogonal,
falls

QT =1 (2.25)
gilt.

Bemerkung 2.19. Die Inverse einer solchen Matrix ist demnach gegeben durch

Q—l — QT-
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Satz 2.10. Sei Q € R™*"™ orthogonal. Dann gilt:
1. QT ist orthogonal.
|Qx||l2 = ||z||2 fir alle z € R™.
r2(Q) = 1.
Fiir beliebiges A € R™*™ bzw. A € R™ ™ gilt || All2 = ||QAll2 = ||AQ||2-
Es gilt k2(A) = K2(AQ) = K2(QA)
Sei Q € R™™ orthogonal, dann ist QQ orthogonal.

S & o

Gelingt es A € R™*™ als Produkt
A=QR

zu schreiben, wobei @) orthogonal und R eine obere Dreiecksmatrix ist, so gilt wegen (2.25)
Az=b < QRz=b < Rz=Q"b,

daher das Problem reduziert sich wieder auf Riickwértseinsetzen, falls R, also A invertierbar
ist.

Die Verfahren der QR-Zerlegung verfolgen die gleiche Grundidee wie bei der LU-Zerlegung.
Die Matrix A wird Schritt fiir Schritt auf obere Dreiecksform transformiert, in dem man sie
mit geeigneten orthogonalen Matrizen (); multipliziert. Das Produkt @ der Q; ist wegen Satz
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2.10 wieder eine orthogonale Matrix. Die obere Dreiecksmatrix ist gegeben durch R = QT A.
Die einzelnen Faktoren Q; werden meist nach zwei unterschiedlichen Prinzipien konstruiert, der
Householder-Spiegelungen und Givens-Rotationen.

i 0.1)
' (s,¢) \
w \‘\A
Pyy \‘; (L 0)
¢
(Cv _S) ;
(a) Householder Spiegelung (b) Givens Rotation

Abbildung 2.7: Orthogonale Matrizen: Householder Spiegelung und Gi-
vens Rotation
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Householder-Transformation [Jupyter-Notebook] Die Householder-Transformation ist ge-
geben durch die lineare Abbildung

H:R" —R"
y —z=Hw) y

mit
H(w)=1 —w-w’, wobei |uw| = 2.

Geometrisch beschreibt die Abbildung H eine Spiegelung an der Hyperebene

Hy :={y e R™ | (y,w) = 0}.



https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/HouseholderTransformation.html
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Beweis. H ist eine Spiegelung an der Hyperebene.

1. y € R™ kann als y = aw + w’ mit (w, w') = 0 geschrieben werden, wobei fiir w € R™

nicht zwingend [|w||2 = v/2 erfiillt sein muss.

2. Es gilt
H(w)y = H(w)(aw + wh) = 1 —w-w") - (aw + w")
:aw+wJ-_w.wT.aw+w~wT_\'waL
= aw+wt —ow-w! -w
=2
= —aw+w"

3. H(w)y = —aw + w' ist somit an der Ebene H,, gespiegelt. O



2.2. LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG 93

Die allgemeine Schreibweise der Householder-Transformation fiir einen beliebigen Vektor w
ist gegeben durch

T
w - w
H =1 -2 ) 2.26
(w) o (2.26)
wobei w - w! das Kroneckerprodukt
w - wT = (w,- ’LUj)i’j:L“m € R™x™

sei.

Die Householder-Transformation auf die QR-Zerlegung angewandet fiihrt zum folgenden
Vorgehen: Gegeben sei der Spaltenvektor y einer Matrix A € R™*™. Gesucht ist der Vektor w
mit welchem die Hyperebene H,, der Spiegelung definiert ist, so dass

H(w) -y = *£|y[l2¢’

gilt, wobei mit e! der erste Einheitsvektor e! = (1,0,...,0)7 bezeichne.
e? e? e?
1.0 1.0 1.0
w w
05 o's » 0
H(w)y -4 w :
- e St e =t gl
1.0 0.5 08 1.0 -1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 =05 (ﬁ .0
oy (w)y
-5} -05 Hy, -05
iz Hy,
H(w)y ./0 -1.0 H’w -1.0
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Sei y € R™, y ¢ span{e'} gegeben.

T
w - w
H y=1y—2 .
(W) y=y—2—7—"y
mit . .
k=1 ,J Nk=1 i, ]
folgt
T'y Ziel! 1
Hw) y=y—2—7—w = =£|y|2e
wt - w
N—_——
eRrR

Der Vektor w ist daher eine Linearkombination von y und e!, wir machen daher den Ansatz:

w:y+ael.

Fiir H(w) = H(y + ae') folgt
(y+ae")" -y
(y +ae)T - (y + ael)

Iyl + a1
yll? + 20y +o?

lyll? + ayn ylI? + ayn 1
. ae .
lylI?2 +2ay + a? lylI2 + 2y + o2

H(w)y =y —2 (y+ ae')

- (y + ael)

1-2

1. Summand, Ziel = 0 2. Summand
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Fiir den ersten Summanden gilt

o Pty lyl* 420y +a? 2]y - 204
[y[I> +2ays + o Y2+ 2ay + a2
o —lyl>

Yl +2ay +a?

und es folgt o = %||y||. Fiir den zweiten Summanden erhalten wir mit o = %||y/|

lyll> + o 1 yo WP £ llyly 1
2. 9 e = 219 sllylle
lyll* + 2y + [yl lyllyr + ¥l
w2 £ llyll va

Wie gewiinscht spiegelt H(w) mit w = y + ae! den Vektor y auf den Einheitsvektor e.

Um Ausléschung in der Berechnung von
w=(y1 + lyllz g2, ym)"

zu vermeiden, wahlt man
w =y + sign(y1) ||yl 2¢!

o 1 firs>0
mit sign(s) = 1 somst

95
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Fiir die Q R-Zerlegung mit Hilfe der Householder-Transformation folgt somit Spaltenweise:

1. Mit Q; = H(wW), w® =y® 4 sign(ygl)) |y ||2e", wobei y(I) erster Spaltenvektor

von A sei, folgt

0
Qu-A=1. i | [=4?
0

2. Mit Q:(z) = Hw@w?), @ =4® + sign@g?)) |5@||28", wobei §®) erster Spaltenvektor
von A®) sei, folgt

* . *
01 0 0 * *
Qa=1| | - @) und Q2 - Q1 - A= 0 =AB) (2.27)
: Q L i®
0 0 0

Wir erhalten daher

und
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wobei Q@ = (Qp - ...-Q1)T = QF -...- Q. Die Submatrizen von Q sind gegeben durch die
Householder-Transformation:
T
Hw)=1-22"Y
(w, w)

w =y + sign(y1)||y| 2¢"

o 1 firs>0
mit sign(s) = 1 somst

Zuriick zur linearen Ausgleichsrechnung: Der Satz 2.10 zeigt, dass die Multiplikation einer
Matrix A mit einer orthogonalen Matrix @) die Euklidische Norm eines Vektors nicht verédndert.
Die Minimierung von ||Az — bl|2 ist also fiir jede orthogonale Matrix ) dquivalent zur Aufgabe

QT (Az —b)[3 = QT Az — QT b||3 — min.
Mit A = @ R folgt analog zur Normalgleichung die notwendige Bedingung fiir das Extremum

Rz =Q7b.
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Fiir die Losung des linearen Ausgleichsproblems folgt die Methode:

Algorithmus 2.8.
e Berechne die QR-Zerlegung (R und Q7b)

e [Ose

Rz =Q"

durch Riickwartseinsetzen.

Bemerkung 2.20. Der Rechenaufwand fiir die Methode ist gegeben durch
e QR-Zerlegung mittels Householder-Spiegelungen, falls m > n ca. mn?
e Berechnung von Q7 b ca. 2mn Operationen

e Riickwértssubstitution: ca. %nQ Operationen.

Die Methode ist im Rechenaufwand um Faktor 2 teurer als die Losung iiber die Normelglei-
chungen, jedoch bedeutend robuster. .
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Beispiel 2.16 (Jupyter-Notebook). Abschliessend betrachten wir eine industrielle Anwen-
dung aus der Gas Analytik. In spektrometrischen Messungen hat man oft das Problem, dass
die sogenannte Baseline (Storung) der Messung unbekannt ist. Wir gehen davon aus, dass das
gesuchte Messsignal ein Puls (z.B. gegeben durch eine Lorentz Shape Funktion) mit einem
Drift iiberlagert ist. Fiir den Drift nehmen wir an, dass dieser eine polynomiale Form hat. Im
Jupyter-Notebook wird basierend auf synthetischen Messwerte die lineare Ausgleichsrechnung
angewandt.

Die Ansatzfunktionen bestehen aus einem Polynom und einer Lorentz Shape-Fuktion gege-

ben durch
1 _t—to

() =—— = .
@) =12 * 2

Das Beispiel zeigt, dass das Ausgleichsproblem schon fiir nur 1000 Messungen sehr schlecht
konditioniert ist. Die Skalierung der z-Achse spielt hier eine entscheidende Rolle. Durch einen
Wechsel von Sample-Nummer zum Intervall [0, 1] reduziert sich die Konditionszahl von 5 - 105
auf 25’000!

J—


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/praktika/praktikumSW5/ModelFitMesstechnikBeispiel.html
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2.3 Nichtlineare Gleichungen

2.3.1 Problemstellung

Zum Einstieg in das Thema betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 2.17 (Jupyter-Notebook). Gesucht ist eine Losung des Gleichungssystems:

6x = cos(z) + 2y (2.28)

8y = xy* + sin().

Das Gleichungssystem ist aufgrund der nichtlinearen Funktionen cos(z),sin(z), y? nichtlinear.
Wir benétigen fiir das numerische Losen des Gleichungssystems neue Methoden. Dazu betrach-
ten wir zwei verschiedene Gleichungstypen:

e Fixpunktgleichungen

x1 fi(zy, .. xn)

Tn fu(z1, .. xp)

Auf das Beispiel angewandt folgt


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/Einstiegsbeispiel_NichtlinerareGleichungen-python.html#Problemstellung

2.3. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN 101

e Nullstellengleichungen.
gl(.%'l,...,.’En) 0

gn(T1,. .., Tp) 0

Fiir unser Einstiegsbeispiel folgt wiederum

cos(z) + 2y — bz B 0
ry? + sin(z) — 8y ~\o)’
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Fiir das Beispiel 2.17 konnte als nichtlineares Gleichungssystem sowohl eine Fixpunkt- wie
auch eine Nullstellengleichung notiert werden. Wir definieren ein allgemeines nichtlineares Glei-
chungssystem als Nullstellengleichung;:

Definition 2.15 (Nichtlineares Gleichungssystem).

Zu gegebendem g = (g1,...,9m)" : R® = R™ finde man 2* = (zF,...,2%)T € R" so, dass
gi(zy,...,xk) = 0

(2.29)
gm(zT,...,xr) = 0.

Héaufig benutzt man die kompakte Schreibweise

mit g : R” — R™. Im Folgenden sei n = m.

Bemerkung 2.21. Der Spezialfall n = m = 1 kennen wir schon und wird skalare Gleichung in
einer Unbekannten bezeichnet. L

Die Herkunft nichtlinearer Gleichungen ist sehr vielfiltig. In der Technik und Naturwis-
senschaften liegt der Ursprung auch oft bei (partiellen) Differentialgleichungen, wie auch das
folgende Beispiel illustriert.
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Beispiel 2.18 (Jupyter-Notebook). Als Beispiel fiir ein nichtlineares Randwertproblem be-
trachten wir die Gelfand-Gleichung im eindimensionalen auf dem Intervall [—1, 1], wird im 1d
auch Bratu’s Randwertproblem genannt:

—u"(z) = Aet(®)

u(—=1) =wu(1) =0. (2:30)

Die Gleichung erscheint in der Thermodynamik im Zusammenhang mit explodierenden thermi-
schen Reaktionen, in der Astrophysik z. B. als Emden-Chandrasekhar-Gleichung.
Fiir das Randwertproblem (2.30) kann eine analytische Losung berechnet werden

0 <1 — tanh? (@ x)>

A )

u(x) = log

wobei § = 0(\) Losung der nichtlinearen Gleichung

(e ()-

ist. Aus der Abbildung 2.8 der Funktion §(\) folgt, dass nur fir A € [0, \*] Losungen existieren.
Weiter ist zu bemerken dass fiir A € (0, A\*) genau zwei Losungen existieren. Wir bezeichnen die
1. Losungen (blau) als untere und die 2. Losungen (orange) als obere Lisungen (bzw. unterer /
oberer Ast).


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/BeispielGelfandGleichung.html#Gelfand-Gleichung
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I 3.0 1
30 —— 1. Lésung: 6 =0.695
25 4 2.5 A ——— 2. LOsung: 6 =9.047
20 2.01
® 15 E 151
=}
10 - 1.0
] \ 0.5 -
0 0.0
00 02 04 06 08 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
A X

Abbildung 2.8: Fiir das Randwertproblem (2.30) existieren fiir A € (0, A*) zwei Losungen.
Der Graph rechts zeigt die beiden Losungen fiir A = 0.5.

Wir diskretisieren das Problem analog zu Beispiel 2.6 mit Hilfe von finiten Differenzen. Dazu
zerlegen wir das Intervall [—1, 1] wiederum in die Teilintervalle

[0, z1], [T1, 22, . - ., [Tn—1, ZTn],
wobei xg = -1 <21 < ... <xp_1 < x, =1 gilt und schreiben

w; = u(x;) firi=0,...,n.
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Damit folgen die n — 1 diskretisierten Gleichungen

—ug+2u; —us = hZle"
: (2.31)
—Up—9 +2Up_1 — Uy = hZAeln—1
oder in der Form von (2.29)
—ug +2u; —ug — h*Xe™ =0
(2.32)

—Up—g + 2Up_1 — Uy — RZX "1 = (.
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2.3.2 Fixpunktiteration

Die Fixpunktgleichungen haben den Vorteil einer einfachen Iterationsvorschrift (vgl. Analysis 1
Vorlesung). Sei der Startwert xy gegeben, dann folgt

Th+1 = ([)(:Ek), k= O, 1, 2, 3, ce (233)

Satz 2.11 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei X ein linear normierter Raum mit Norm
II-]|. E C X sei eine kompakte Teilmenge von X. Die Abbildung ® sei eine Selbstabbildung
auf B:

®:E—E. (2.34)

Ferner sei ® eine Kontraktion auf E
[®(z) — @) <L |lz—yll Vz,y€E, mit L<L1. (2.35)
Dann gilt:
1. Es existiert genau ein Fizpunkt x* € E von ®.
2. Fir beliebiges xo € E konvergiert
g1 = P(xg), k£=0,1,2,...

gegen den Fixpunkt x*.
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3. A-priori-Fehlerabschdtzung

k
-z’ < — x| 2.
ek~ 2l < 72l — ol (236)
4. A-posteriori-Fehlerabschdtzung
ok 2l < 7= llok — @l (2.37)

Der obige Satz 2.11 ist sehr allgemein. Daher seien hier noch zwei Spezialfille erwahnt:

Korrolar 2.2. Sei X =R, E = [a,b] und ® eine auf E stetig differenzierbare Funktion.
Es gelte

®: [a,b] — [a,b] (Selbstabbildung),
und

max |®'(z)| =: L <1. (Kontraktion).
z€[a,b]

Dann sind alle Voraussetzungen aus Satz 2.11 erfullt fir || - || =|-|.
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Korrolar 2.3. Sei X =R", E C R” eine abgeschlossene konvere Menge, und ® : E — R™
set auf B eine stetig differenzierbare Funktion. Es gelte

®:E— E (Selbstabbildung),

und bzgl. einer Vektornorm || - || auf R™ gelte fir die zugehorige Matriznorm
max |®'(x)|| =: L < 1. (Kontraktion). (2.38)
BAS

Dann sind alle Voraussetzungen aus Satz 2.11 erfillt.

In (2.38) ist

70 P4 (x) 7201 ()
O'(z) = : :

die Jacobi-Matrix von ® an der Stelle .
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Korrolar 2.4. Sei X = R", z* € R", so dass ®(z*) = 2* und ® stetig differenzierbar in
einer Umgebung von x*. Beziglich einer Vektornorm || - || auf R™ gelte fir die zugehérige
Matriznorm

12 ()] < 1.

Sei By := {x € R" | ||z — z*|| < e¢}. Fiir E = B, mit ¢ > 0 hinreichend klein sind alle
Voraussetzungen aus Satz 2.11 erfillt.

Beispiel 2.19 (Jupyter-Notebook). Wir betrachten das eingangs vorgestellte Problem (2.28).
Das zugehorige Fixpunkt-Problem ist gegeben durch

() [ g leostor+20)
Y (1: y? + sin(x))

1
8
Sei
1
8 (cos(z) +2y)
2 .
3 (:L’y + sm(m))
wir zeigen, dass auf E = [0,1] x [0,1] eine eindeutige Losung besitzt. Um den Fixpunktsatz

2.11 anwenden zu konnen, wihlen wir X = R? und zeigen, dass ® eine Selbstabbildung und
Kontraktion ist.


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/Einstiegsbeispiel_NichtlinerareGleichungen-python.html#Fixpunkt-Iteration

110 KAPITEL 2. GLEICHUNGSSYSTEME

Selbstabbildung Zu zeigen ist, dass ®([0,1]%) C [0,1]? gilt, was mit Hilfe von Monotonie-
Uberlegungen sofort folgt:

<1

S| W

0< (cos(z) +2y) < =(cos(0)+2-1) <

<1.

Ol = | =
| Do

(1-12 +sin()) <

O

0< zy? + sin(:z:)) <

1
8

Kontraktion Wir zeigen max, ,ycio.1]2 |2 (7, y)|loo < 1: Fiir die Jacobi-Matrix folgt

) B —1/6sin(z) 1/3
' (x,y) = <1/8y2 +1/8 cos(x) 1/4$y>

und damit

1 11 1 1 11 1
|9 (2, 9) |00 = maX{6Sin($) + 3 §y2 + gcos(x) + 4xy} < max{2, 2} =5 < 1

Im Jupyter-Notebook wird fiir (zg,y9) = (0.5,0.5) die Fixpunkt-Folge

(Tnt1,Ynt+1) = ®(xn,y,) firn=0,1,...

berechnet. L



2.3. NICHTLINEARE GLEICHUNGEN 111

Definition 2.16 (Konvergenzordnung). Eine konvergente Folge {x} }reny C R™ mit Grenzr
wert x* hat die Konvergenzordnung p, falls fir ein kg € N

[eh 1 = 27| < ellzg — 27|17

fir alle k > kg gilt, wobei
0<c<1l falls p=1.

Beispiel 2.20 (Jupyter-Notebook). Fiir den Fall ¢ = 0.1 und ||zg — z*|| = 1 kann der Un-
terschied zwischen der linearen und quadratischen Konvergenz sehr gut veranschaulicht werden
(vgl. auch Abbildung 2.9):

k 0 1 2 3 4 5
p=1[1x10"! 1x1072 1x103 1x10* 1x10® 1x107°
p=2]1x10"1 1x1073 1x1077 1x107"® 1x1073 1x107%

Tabelle 2.3: Entwicklung des Fehlers im Fall einer linearen bzw. quadratischen
Konvergenzordnung.



https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/BeispielKonvergenzOrdnung.html
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® lineare Ordnung
® quadratische Ordnung

Step k

L
@ ®
L 4
L
@
2 3 4 5

Abbildung 2.9: Lineare und quadratische Konvergenzordnung.
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Bemerkung 2.22. Sei z11 = ®(zx), £ = 0,1,... eine konvergente Fixpunktiteration mit
Fixpunkt x* und zweimal stetig differenzierbarem ®. Mit Hilfe der Taylor-Entwicklung

O(zy) = B(2%) + ¥'(2) (wp — 2) + O(||lzx, — 2*[?)

folgt
a1 — @t = B(ag) — (a*) = ' (a") (xx — 2*) + O(||zy, — ™).

Im Normalfall, wenn 0 # ||®'(z*)|| < 1 gilt, hat die Fixpunktiteration die Konvergenzordnung
p = 1 (lineare Konvergenz). Quadratische Konvergenz hat man hochstens dann, wenn ®'(z*) = 0

gilt. —

Beispiel 2.21 (Jupyter-Notebook). Wir versuchen als abschliessendes Beispiel fiir die Fix-
punktiteration numerisch eine Losung der Gelfand-Gleichung (2.30) zu berechnen. Die diskrete
Gleichung (2.32) kann als Fixpunktgleichung geschrieben werden

Uy = % (U() + uo + R\ eul)

: (2.39)
1
Un—1= 5 (un_g + up + W2\ e“"*)

Im Jupyter-Notebook wird versucht, Losungen mit Hilfe einer einfachen Fixpunkt Iteration zu
berechnen. Wie man beobachten kann (Abb. 2.10), wird die Konvergenz mit feiner werden-
den Diskretisierung immer schlechter. Mit Hilfe der formulierten Fixpunktiteration kénnen nur


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/BeispielGelfandGleichung.html#Fixpunkt-Iteration
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= — h=05
10 —— h=025
— h =0.125
1073 —— h =0.0625
—— h =0.03125
10~
€
3
=)
3 107
[
o
1076
1077
1078
0 2000 4000 6000 8000 10000
Iteration

Abbildung 2.10: Konvergenz Analyse der Fixpunktitera-
tion fiir die mit finite Differenzen diskretisierte Gelfand-
Gleichung.
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die unteren Losungen (vgl. Abb. 2.8 links) berechnet werden. Der obere Bereich ist in dieser
Formulierung instabil und fiihrt sofort zur Divergenz der Fixpunktiteration. .

2.3.3 Das Newton-Verfahren fiir Systeme

Gegeben sei ein Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Unbekannten 1, ..., z,:

fl(.’L‘l,...,CCn) :O

fn(fbl,... ,.ZL‘n) =0

Mit x = (x1,...,2,)7 und £ = (f1,..., fu)? folgt die kompakte Schreibweise des Gleichungs-
Systems
f(x) =0. (2.40)

Sei D C R™ der Definitionsbereich von f, daher f : D — R"™ und f sei stetig differenzierbar.

Gesucht sind Punkte x € D, die die Gleichung (2.40) erfiillen. Hat man eine gute Néher-
hungslésung, so kann man mit dem Newton-Verfahren versuchen, beliebig genaue Losungen zu
berechnen. Das Newton-Verfahren fiir f(x) = 0 im R" ist analog zum Newton-Verfahren fiir
Funktionen einer Variablen.

Das Newton Verfahren basiert auf der Idee des iterativen Losen der linearisierten Gleichung
und ist fiir skalare Gleichungen f(z) = 0 gegeben durch

(n+1) _ :l?(n) B f(x(n))
(@)

X
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Da fiir Abbildungen f : R” — R” die Ableitung f’(x) durch die Jacobi-Matrix gegeben ist,
kann nicht einfach dividiert werden. Die Idee bleibt jedoch dieselbe: Gesucht ist die Lésung der
linearisierten Gleichung. Die Linearisierung von f im Punkt xg ist gegeben durch

T (x) = £(x0) + £'(x0) - (x — x0)-
Gesucht ist daher die Losung des linearen Gleichungssystem 7y, (x) = 0
f(x0) + f'(x0) - (x — x0) = 0.
Unter der Annahme, dass f'(xg) reguldr (dh. invertierbar) ist, folgt
x = xg — f'(x0) "} - f(x0).
Damit folgt die Rechenvorschrift des Newton-Verfahren
Xg gegeben,
Xpt1 = Xn — £ (x,) 71 - £(x5).
In der numerischen Umsetzung berechnet man nicht die Inverse der Jacobi-Matrix, sondern die
Korrektur 4,
Xnt1 = Xn — F/(%,) 7" - £(x0),
=0,
und aktualisiert damit den Losungsvektor x,,41. Es folgt damit
f'(x,) - 6, = f(xp)

Xn+1 = Xn — 0.
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Algorithmus 2.9 (Newton-Iteration).

Gegeben: Startwert xY.

Fir n=0,1,2,...:
e Berechne
b, = f(x,), A, =f'(x,)

e Lose das lineare Gleichungssystem in 6,

A, -6, =b,.

e Setze (Newton Schritt)

Xp4+1 = X — Op.

Bemerkung 2.23. Das Newton-Verfahren fiir Systeme ldsst sich als Fixpunktiteration
Xpe1 = ®(x;) mit O(x) =z — (f'(x))7-f(x)
auffassen. -

Beispiel 2.22 (Jupyter-Notebook). Als Einfithrende Anwendung betrachten wir das Ein-
stiegsbeispiel 2.17. Gesucht ist eine Losung des Gleichungssystems (2.28), wir betrachten daher

die Nullstellengleichung
cos(z) + 2y — 6z 0
ry? + sin(z) — 8y o


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/Einstiegsbeispiel_NichtlinerareGleichungen-python.html#Newton-Verfahren
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und definieren die linke Seite als
g:R* =R’

cos(xz) +2y — 6z
(r) = gl w) = (;U y? + sin(z) — 8y) .

Die zugehorige Jacobi-Matrix ist gegeben durch

g/ . R2 N R2><2

) (- sin(z) — 6 2
()= gy = y? +cos(z) 2xy—8 .

Fiir den Startwert (0.5,0.5) erhdlt man in 5 Iterationsschritte die Losung (0.1713,0.02132) mit
einem Residuum von 10716, sprich Maschinengenauigkeit. In der Abbildung 2.11 ist der Unter-
schied einer linearen (Fixpunkt Iteration) und quadratischen (Newton Verfahren) Fehlerordnung
gut zu sehen.
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10°4-© ° ® Fixpunkt Iteration
® o ° ® Newton Verfahren
-3
10 ® o
o 4 )
, 10 ® e
3 . °
|
¢ 10~ ® o
x
x ° .
1012 ¢
1071
)
0 2 4 6 8 10 12 14
step

Abbildung 2.11:  Vergleich Konvergenzordnung der
Fixpunkt-Iteration und des Newton-Verfahren fiir das
Einstiegsbeispiel 2.17

119

Das Schwierigkeit in der Anwendung des Newton-Verfahrens besteht in der Regel darin,
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gute Startwerte zu finden. Zweidimensionale Systeme kénnen oft graphisch einfach visualisiert
werden, wie im folgenden Beispiel illustriert wird.

Beispiel 2.23 (Jupyter-Notebook). Gesucht ist die Losung des quadratischen Gleichungs-
systems

:B2+2y2:4

2.41
202 + 2xy + 2z + 4(y — 1)* = 1. (241)

Um mit Hilfe des Newton-Verfahren eine Losung des Systems numerisch berechnen zu kénnen,
muss das System als ein Nullstellenproblem geschrieben werden. Es folgt in dem Fall sehr leicht

das Gleichungssystem
_ fl(xay) _ 0
feny) = (fz(x,y)) B <0>

fi(z,y) = 2% + 2% —4
fo(z,y) = 222 + 22y 4+ 2z + 4(y — 1)? — 1.

mit den beiden Abbildungen

(2.42)

Das System kann graphisch visualisiert werden, in dem die Contourgraphen der beiden Abbil-
dungen fi, fo fiir das Niveau 0 dargestellt wird.


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/BeispielNewtonGeometrisch.html
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_2 C n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n ]
-3 -2 -1 0 1 2

Abbildung 2.12: Niveaumenge der Abbildungen (2.42).

In der Abbildung 2.12 ist die Visualisierung zu sehen. Die beiden Schnittpunkte der Niveau-
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linien der beiden Abbildungen sind Losung des Gleichungssystems (2.41). Mit der Jacobi-Matrix

/ _ 2z 2y
Flz,y) = <4m+2y+2 2r +8(y — 1)

kann der Algorithmus 2.9 mit geeigneten Startwerte aus dem Graphen angewandt werden.
Fiir den Startwert (xo,y0) = (—1.5,0.8) erhdlt man die Losung (—1.78112,0.64328) und mit
(zo,y0) = (0.2,1.2) folgt die Losung (0.063798,1.41349). .
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Der Vollsténdigkeit halber und um die Voraussetzungen fiir die Konvergenz und das Kon-
vergenzverhalten zu verdeutlichen, sei hier der ein Konvergenzsatz fiir das Newton-Verfahren
erwahnt:

Satz 2.12. Sei D C R" offen und konvex, f : D — R"™ eine stetig differenzierbare Funktion
mit invertierbarer Jacobi-Matriz f'(x) fir alle x € D. Sei 8 so, dass

I(E'x)"H <8 vxeD.
Ferner sei f'(x) auf D Lipschitz-stetig mit einer Konstanten ~y, daher

I'(x) = '@l <vlx-yl xyeD.

Weiterhin ezistiere eine Lésung x* € D won f(x) = 0. Der Startwert xq erfiille x° €
B (x*) = {x € R"| ||x* — x|| < ¢} mit e > 0 hinreichend klein so, dass Be(x*) C D und

2

- By

Dann bleibt die durch das Newton-Verfahren definierte Folge {x*}22 innerhalb Be(z*) und
konvergiert quadratisch gegen x*:

ﬂv

”Xk-l-l_x H < 5 ||X X*H27 k:051727""

Bemerkung 2.24. Bei geeigneten Startparametern konvergiert das Newton-Verfahren quadra-
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tisch. L

Beispiel 2.24 (Jupyter-Notebook). Als abschliessendes Beispiel kommen wir wieder auf die
Gelfand-Gleichung zuriick. Wir berechnen nun mit Hilfe des Newton-Verfahrens die numerische
Losung der Nullstellengleichung (2.32) und definieren

g: R 5 R"!
—up + 2u; — ug — h2X\ e

u s gu) = :
—Up—9 + 2Up_1 — Uy — hENeUn—1

Da ug = u, = 0 gegeben sind, benotigen wir die Jacobi-Matrix von g beziiglich den Variablen

u = (ul, ‘e ,unfl)T.
Es folgt
g/ SR R(nfl)x(nfl)
(2 —h2Xew) -1 0
-1
ur g'(u) =
-1

0 —1 (2= h%xeun—1)


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/BeispielGelfandGleichung.html#Newton-Verfahren
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Fiir unterschiedliche Startwerte konnen wir mit Hilfe des Newton-Verfahren beide Losungen
berechnen (Abb. 2.13). Die Konvergenz ist auch fiir i klein sehr gut. Mit ein paar wenigen (<5)
Newton Iterationen erreicht man ein Residuum im Bereich der numerischen Rechenauflésung.

3.0 4
i i Y ® 1.Llésung
~

» Y ® 2.Ll6sung

2.5 yd >
o ‘e
\
2.0 / AN
/ \
// \\
< 1.5 # L3
5 / \
/ \
/ \
1.0 1 L Y
/ \
Il \
0.5 o L8
/7 _ -0-C -9 -0--9 - . \
RS 1 and M o8 SO
o~ ~o-\

0.0 1 &~ =@

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Abbildung 2.13: Numerische Losungen fir A = 1/2 der Gelfand-
Gleichung mit Hilfe des Newton-Verfahrens berechnet.
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Das vereinfachte Newton-Verfahren

Das Berechnen der Jacobi-Matrix in jedem Iterationsschritt kann sehr numerisch teuer sein.
Daher benutzt man oft auch das vereinfachte Newton-Verfahren:

Algorithmus 2.10 (Vereinfachtes Newton-Verfahren).
Gegeben: Startwert Xg.
Berechne LU-Zerlegung von f’(x()
Fir k=0,1,2,...:
e Berechne f(xy)

e Lose das lineare Gleichungssystem in sj
f/(Xo)Sk = f(Xk)

e Setze (Newton Schritt)

Xk+1 — Xk — Sk

In dem Fall verwendet man die numerische Differentation

Ofi(x) _ filz+he) — fi(x)
8:1:]- - h ’

mit ¢/ = (0,...0,1,0,...,0)T.
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Die numerische Berechnung der Jacobi-Matrix muss jedoch nicht immer numerisch effizienter
sein.

Bemerkung 2.25. Typischerweise reduziert sich die Konvergenzgeschwindigkeiten der modi-
fizierten Newton-Verfahren vgl. Abbildung 2.14.

® Newton-Verfahren
10-2 vereinfachtes Newton-Verfahren

10—4 4
10*6 4

1078 4 °

Residuum

10-10 4

1012 4

10-14

0 2 4 6 8 0o 12 14
Iteration
Abbildung 2.14: Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeit
fiir das Beispiel 2.24 (vgl. Jupyter-Notebook).


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/BeispielGelfandGleichung.html#Vereinfachtes-Newton-Verfahren
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2.4 Nichtlineare Ausgleichsrechnung

2.4.1 Problemstellung

Wie im Kapitel 2.2 betrachten wir die Aufgabe, aus gegebenen Daten (Messungen) b;, i =
1,...,m, m > n, auf eine von gewissen unbekannten Parametern 1, ..., z, abhéngige Funktion

b(t) =y(t;z1,...,2p)

zu schliessen. Die Funktion y(¢; x4, ..., x,) dient als Modell fiir den Zusammenhang der in den
Messungen beobachtet wird. Die Parameter x;, 1,...,n sind so zu bestimmen, dass sie ,,optimal“
im Sinne der Gauss’schen Fehlerquadratmethode sind, daher

m m

D (yti,at, .. xp) —bi)* = min Y (y(ts, z1,...,20) — by)*.
i—1 veR™ T

Falls die Parameter linear in y eingehen, so fithrt dies auf die lineare Ausgleichsrechnung. Hangt
y von einigen Paramtern nichtlinear ab, so ergibt sich ein nichtlineares Ausgleichsproblem.

Beispiel 2.25. Elektromagnetische Schwingungen spielen eine zentrale Rolle in elektrischen
Systemen. Jedes mechanische System unterliegt im Prinzip Schwingungsvorgingen, deren Ver-
stdndnis schon im Hinblick auf Resonanzen enorm wichtig ist. Schwingungen sind aufgrund von
Widerstands- bzw. Reibungseffekten in der Regel geddmpft. Fiir ein mechanisches System mit
riickstellenden Kréiften und Dampfung lautet die entsprechende Differentialgleichung

i+ —u+ —u=0,
m m
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wobei m die Masse, D die Federkonstante und b eine Dampfungskonstante sei. Losungen dieser
Differentialgleichung haben die Form

u(t) = uge "sin(wt + @),

wobei ug eine Amplitude, 7 die Abklingkonstante, w die Kreisfrequenz und ¢ den Nullphasen-
winkel bezeichnet. Das Modell sei also gegeben durch

y(t; x1, xo, 3, 24) = 1 e~ o2t sin(zst + z4), (2.43)

mit den Parametern x1 = ug, x2 = 7, 3 = w und x4 = ¢. Die Messdaten fir b; sin in Tabelle
2.4 gegeben.

ti‘ 0.1 0.3 0.7 1.2 1.6 2.2 2.7 3.1 3.5 3.9
bi’0.558 0.569 0.176 -0.207 -0.133 0.132 0.055 -0.090 -0.069 0.027

Tabelle 2.4: Messungen b; der Schwingung.

Der nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate zu minimierende Ausdruck ist

10

L. 2
Z (:cl e "2l sin(z3t; + 14) — bi) = | F(x1, x2, 23, 24) |3,
i=1

wobei F : R* — R19 durch

xot

Fi(x1, 29,23, 24) = x1e” " sin(xs3t; +x4) — by, 1=1,...,10,
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gegeben ist. .

Definition 2.17 (Nichtlineare Ausgleichsproblem). Sei
F:R*"—>R"™ Fi(z) =y(ti,z)—b, i=1,...,m,

mit n < m gegeben, dann ist das nichtlineare Ausgleichsproblem gegeben durch: Bestimme
z* € R™ so, dass
IF ()3 = min [|F()]3 (2.44)
z€eR

gilt. Oder mit der Funktion ¢ : R™ — R gegeben durch

8(z) = 5 F(@)TF (@)

dquivalent

¢(z*) = min ¢(z).

z€eR™

Die Funktion ¢ hat im Punkt x* ein lokales Minimum genau dann, wenn
1. der Gradient null ist, dh. V¢(z*) = 0 gilt und

2. die Hess’sche Matrix ¢”(z*) € R™*™ symmetrisch positiv definit ist.
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Bezeichnet F'(z) € R™*™ die Jacobi-Matrix von F' an der Stelle x

Oz, 1<i<m, 1<j<n

und F/(x) die Hessesche Matrix von Fj,

F/'(z) = (azFi($)> € R™<"
81’j61’k 1<j,k<n

dann lasst sich durch Nachrechnen bestétigen, dass

Vo(z) = F'(x)TF(x) (2.45a)
¢"(x) = F'(2)"F'(z) + Y_ Fi(2)F'(x) (2.45b)
=1

gilt.
Beispiel 2.26. Fiir das Beispiel 2.25 folgt F'(z)

e~ 2l sin(w3t; + 14)
—t; mpe %2t sin(z3 t; + 14)
ti vre~ 2t cos(w3 t; + x4)
xr1e” %2t cos(w3t; + 4)

FI({L’)T — c R4><10

1<i<10
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und somit
e~ "M gin(x3t; + 74) . e~ 72110 gin(x3t10 + 74) z1e7M sin(z3 t1 + 24) — by
V¢(37) _ | —tizie ™ sin(zgt; +24) ... —tioT1e P20 sin(w3 19 + 74) .
tywre 2 cos(w3ty +a4) ... tiowre 210 cos(wztip + 24) ot :
b1 s
e %2 cos(z3ty + 74) ... 1077210 cos(z3t1 + T4) z1€ Osin(zgtio + z4) — bio

2.4.2 Gauss-Newton-Verfahren

Sei 3 € R™ eine bekannte Anndherung der gesuchten Losung des nichtlinearen Ausgleichpro-
blems (2.44). Die Idee besteht nun darin, ein Minimum der linearen Approximation mittels der
Taylorentwicklung
F(z) = F(xx) + F'(2) (& — 21) +O([|& — [[3)
————

=S

zu suchen:

Finde s € R™ so, dass

| (k) - s + F(@) 3 = min [[F'(@x) - s + F)l3 (2.46)

und setze das neue xjy

Tk+1 = Tk + Sk-
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Bemerkung 2.26. Das lineare Ausgleichsproblem
IF' (wx)sk + F ()13 = min || F(zy) - s + F(zy)|3

hat eine eindeutige Losung s € R™ nur dann, wenn die Matrix F”(xy) vollen Rang n hat. Falls
sie das nicht hat ist nicht alles verloren, wir gehen aber an der Stelle grundsétzlich davon aus
(vgl. [1] Abschnitt 4.7). _

Algorithmus 2.11 (Gauss-Newton).

Wahle Startwert xg € R".

Fir £k=0,1,2,... :
Berechne F(zy), F'(xk);
Lése das lineare Ausgleichsproblem (2.46);
Setze Zpy1 = Tk + Sk

Als Abbruchkriterium fiir diese Methode wird héufig
|F"(z)" - Flap)ll2 <€

verwendet, wobei € eine vorgegebene Toleranz sei. Die Idee besteht darin, dass von ¢ die Ablei-
tung |Vé(zp)|l2 = |F'(xx)" - F(x1)||2 Null sein muss.
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Bemerkung 2.27. Eine Alternative ist das Newton- Verfahren zu Bestimmung einer Nullstelle
von f(x):= V¢(x). Mit Hilfe von (2.45) ergibt dies die Iterationsvorschrift

Tpr1 =z — (¢ (k)" - Vo(ay)

-1
= xp — (F,<$k)T - F' () + ZFi(wk)Fi”<xk)> (F'(zx)" - F(xp))
=1

Die Gauss-Newton-Methode kann als ein modifiziertes Newton-Verfahren zur Bestimmung einer
Nullstelle von V¢ interpretiert werden, wobei in ¢”(x*) der Term mit den zweiten Ableitun-
gen von F' weggelassen wird. Wegen der Vernachlissigung dieses Terms geht die quadratische
Konvergenz der Newton-Methode verloren.

Die Gauss-Newton-Iteration ist in der Regel nur linear konvergent. Der Rechenaufwand fiir
die zweiten Ableitungen kann sehr gross sein, so dass das Gauss-Newton unter dem Strich
schneller sein kann. .

Beispiel 2.27 (Jupyter-Notebook). Fortsetzung des Beispiels 2.25. Die Gauss-Newton Me-
thode wird mit dem Startwert 2 = (1,1,3,1)” auf das Problem angewandt. In der Abbildung
2.15 sind die Resultate dargestellt. Beim Newton-Verfahren wurde fiir die ersten drei Iterations-
schritte das Gauss-Newton Verfahren durch weglassen der Summe Y%, F;(z)F/ (x) benutzt.
Mit dem Startwert xo = (1,1,3,1)7 erhalten wir die Losung

u(t) = 0.735356 - e~ 079202 i (3.074499 - ¢ + 0.604181).


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/Gleichungen/NichtlineareAusgleichsrechnungBeispielSkript.html
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Abbildung 2.15: Lésung und Konvergenzgeschwindigkeiten mit zo = (1,1,3,1)7.

Bemerkung 2.28. Der Konvergenzradius der Newton-Iteration ist in der Regel sehr klein.

(a) Losungen

NICHTLINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG

10-1 4

10-3 4

10-5 4

10774

[Vol2

10-11

10-13

10-15 4

Gauss-Newton
® Newton

(b) Konvergenz,

25

Daher werden bei der Anwendung der Newton-Methode die ersten Iterationsschritt oft mit einer
auch geddmpft

Tpt1 = T — Ok Sk,

Methode mit linearer Konvergenzrate (z.B. Gauss-Newton-Methode) durchgefiithrt und danach
auf die Newton-Iteration zur Beschleunigung gewechselt. Zu dem wird der Newton-Schritt oft

mit 0 < d; € R so, dass ¢(xg41) < d(xk)

(2.47)

135
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gilt. Die Gleichung (2.47) liefert im Algorithmus 2.9 eine zusétzliche innere Schleife. Eine mog-
liche Umsetzung ist mit dem Algorithmus 2.12 gegeben. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist das
eine, eine stabile numerische Methode das andere, oft wichtigere! .

Algorithmus 2.12 (Gauss-Newton gedampft).
Wahle Startwert xp € R".
Fir k=0,1,2,... :

Berechne F(zy), F'(xg);

Lose das lineare Ausgleichsproblem (2.46);

o =1;
Solange ¢(xy + Ok Sk) > d(z) und g > Omin:
0k = 0k/2;

Setze pi1 = T + Ok Sk;

2.4.3 Levenberg-Marquardt-Verfahren

Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren wird die Korrektur s; durch folgende Minimierungsauf-
gabe festgelegt: Finde s, € R™ so, dass

1F" (@) - s + F (@3 + 12| skl|3 — min, (2.48)
wobei p > 0 ein zu wihlender Parameter ist. Als neue Néherung wird

Tht+1 = Tk + Sk
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gesetzt. Die Minimierungsaufgabe (2.48) ist dquivalent zu
Finde s; € R" so, dass
F(ay) Fap) [
- Sk + — min. (2.49)
wl 0 .

Das folgt direkt aus

| (F;L(?)> -8+ (F(gk)>

2
2

2

= ||F'(zk) - si + Fxp) |3 + 1|5k 13-

Der grosse Vorteil des linearen Ausgleichproblem (2.49) im Vergleich zur Aufgabe (2.46) beim

/
Gauss-Newton-Verfahren ist, dass fiir 4 > 0 die Matrix (Fu(fk)> stets vollen Rang hat. Die

Minimierungsaufgabe hat daher immer eine eindeutige Losung s*.

(2.49). Fir u hinreichend gross gilt

Pz + s1) < ¢(ak).

Satz 2.13. Sei x; € R™ mit Vo(xy) # 0. Sei sy die Levenberg-Marquardt-Korrektur aus

Bemerkung 2.29. Daher ist die Folge {xj}r=0,1,2,.. fiir ¢ eine minimierende Folge. Um die
Konvergenz zu gewéhrleisten, muss p hinreichend gross gewéhlt werden. Dies kann dazu fithren,
dass die Konvergenz sehr langsam wird. In der Praxis werden heuristische Kriterien fiir die Wahl

von u benutzt.

J—
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Wahl von p

FEin mogliches Verfahren fiir die Wahl von p ist die folgende sogenannte Trust Region Methode:

Sei
IF (zp)ll5 — |1 F(x + s1)113 AR(xg, si,)

P F(en)B = [F(ex) + F'(wx) - skl AR(zr, 5x)
und 0 < By < f1 <1 (z.B. B =0.2, 51 =0.8).

pu < Bo: s wird nicht akzeptiert, p wird vergrossert und eine neue
Korrektur s; berechnet.
Bo < pu < Bi1: s wird akzeptiert, bei der Berechnung von sj; wird als
Anfangswert dasselbe p verwendet.
B1 < pu: s wird akzeptiert, bei der Berechnung von s;1 wird u je-
doch verkleinert.

Algorithmus 2.13 (Levenberg-Marquardt).
Wahle Startwert xp und Anfangswert fiir den Parameter u;
Fir k=0,1,2,...:
1. Berechne F(xy), F'(zk);
2. Lose das lineare Ausgleichproblem
() e (5
° Sy ar — min
ul 0 )
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3. Teste, ob Korrektur s, akzeptabel ist?
Nein: p anpassen und Schritt 2 wiederholen;
4. Tpy1 = Tg + Sk

Beispiel 2.28. In der Abbildung 2.16 sind die Resultate der Levenberg-Marquardt Metho-
de angewandt auf das Beispiel 2.25 zu sehen. Die Konvergenzgeschwindigkeit des Levenberg-

Marquardt-Verfahren ist wie beim Gauss-Newton-Verfahren linear. .



0.6 ® Messung .. ° ©® Gauss-Newton
—— Gauss-Newton 107! ‘."oo' g00900°% ® Newton
——- Newton o.. 'Y ® Levenberg-Marquardt
—==- Levenberg-Marquardt 1073 ... S ° Levenberg-Marquardt 2
04 ___ Levenberg-Marquardt 2 O: ] Xo=[3.6.6.3.]
Xo=13.6.6.3.] 105 o °% °
3 °
s °
= 02 o 107 2y °
2 s ] °
E] =3 ° .' °
10°° 7 )
) °
.' °
0.0 1071 ) ®s
8, .
LN o
1071 ey o
8 .
-0.2 10715
(1]
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0 0 10 20 30 40
t[s] k

(a) Losungen (b) Konvergenz

Abbildung 2.16: Konvergenzvergleich fiir das Beispiel 2.25. Mit Rot markiert ist eine zusétzliche
Levenberg-Marquardt Folge fiir den Startwert 3 - xg. Fiir diesen Startwert konvergieren sowohl
das Gauss-Newton Verfahren wie auch die Newton Verfahren nicht. In der Praxis kann Aufgrund
der beschrankten Rechenauflésung die Konvergenz der Levenberg-Marquardt-Methode nicht fiir
einen beliebigen Startwert erwartet werden.



Kapitel 3

Einfiihrung numerische Verfahren
fir Anfangswertprobleme

Semester-
woche 8

3.1 Einleitung

Héaufig lasst sich fir das Anfangswertprobleme

Y(z) = f(z,y) @€ [a,b] CRY

y(z0) = Yo 3.1)

141
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mit einer gegebenen Funktion f : [a,b] X R — R und gegebenem Anfangswert yp € R keine
analytische Losung herleiten, wohingegen die Existenz einer Losung durch den Satz von Picard-
Lindelsf [vgl. Analysis 3] gegeben ist. Das folgende Kapitel soll eine Ubersicht numerischer
Methoden zum Loésen von Anfangswertprobleme erster Ordnung geben.

Wir betrachten im Folgenden eine dquidistante Unterteilung des Zeitintervalls [a, b] geméss

a=xp<x1<...<xp,=0>

mit

rr=x0+k-h, h= , k=0,...,n.

Ausgehend von

werden sukzessive Naherungen
yr any(xg), k=1,2,....,n

bestimmt.

Zur Herleitung numerischer Verfahren werden zwei grundlegend verschiedene Ansétze be-
trachtet und unterscheiden daher in Integrations- und Differenzenmethoden. Die Klassifizierung
ist nicht strikt, da Verfahren existieren, die sowohl auf der Basis einer numerischen Quadratur
als auch auf der Grundlage einer Differenzenbildung hergeleitet werden kénnen.
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Integrationsmethoden Bei derartigen Algorithmen wird eine Integration der Differential-
gleichung (3.1) beginnend bei [z, Tg+m], m € {1,...,n} sukzessive iiber jedes Teilintervall

[Tky Tptm], k=0,....,n—m

vorgenommen. Mit
Tk+m ’ Tl4+m
varen) =) = [y @ds= [ fly()ds
Ty Tk

ergibt sich das Verfahren durch Verwendung einer numerischen Quadraturformel fiir das Integral

iber f.

Beispiel 3.1. Fiir m = 1 kann das Integral zum Beispiel durch

/x T s () ds & b f (ks )

k

approximiert werden. Es folgt das explizite Fuler Verfahren

Explizites Euler Verfahren

Ykt1 =Yk + - f(zg, Yi). (3.2)
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Differenzenmethoden Bei den Differenzenmethoden wird die Differentialgleichung zu ei-
nem Zeitpunkt zp betrachtet und der vorliegende Differentialquotient durch einen geeigneten
Differenzenquotienten approximiert. Mit

oo y(ergn) — ylag)
Y (k) = = N

ergibt sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung die Darstellung

Yk+1 — Yk

s f (@, ur)

und folglich wiederum das explizite Euler Verfahren

Ykt1 =Ye +h f(zp, k) E=0,...,n—1
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3.2 Einschrittverfahren

3.2.1 Einfiihrung

Das bereits vorgestellte Euler Verfahren gehort in die Gruppe der sogenannten Einschrittver-
fahren. Diese Verfahrensklasse ist dadurch charakterisiert, dass zur Berechnung der Grosse yx11
stets die Verfiigbarkeit des letzten Ndherungswertes y;, ausreichend ist.

Definition 3.1 (Einschrittverfahren). Lésst sich eine Methode unter Verwendung einer

Verfahrensfunktion
¢:[a,b) x RxRx R} =R

in der Form
Yk+1 = Yk + b - 0(Tk, Yks Yrt1, h) (3.3)

schreiben, so sprechen wir von einem FEinschrittverfahren. Dabei wird zwischen
e impliziten Verfahren, falls ¢ = ¢(xg, yk, Yx+1, h) und
o cxpliziten Verfahren, falls ¢ = ¢(xg, yx, h)

unterschieden.
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Nutzen wir im Kontext der Integrationsmethoden mit m = 1 das Polynom ¢ € Iy, ¢(zx4+1) =
f(zps1,y(xg41)) und wird die Rechteckregel unter Auswertung des Integranden am rechten
Rand des Intervalls [z, zx+1] eingesetzt, so erhalten wir

Implizites Euler Verfahren

Yk+1 = Yk + A f(Zrg1, Yns1)- (3.4)

Die zugehorige Verfahrensfunktion lautet folglich

ATk, Y, Ynt1, h) = f(Tht1, Ykt1),

weshalb vom impliziten Euler Verfahren gesprochen wird, welches analog zur expliziten Variante
ein Einschrittverfahren reprisentiert.

Beispiel 3.2 (Jupyter-Notebook). Wir betrachten das Beispiel 4.10 aus der Analysis 2 Vor-
lesung. Gegeben sei ein R-L-Schwingkreis (vgl. Abb. 3.1).

S
-

urt) R

L
B0

Abbildung 3.1: R-L-Schwingkreis


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/numerikODE/EinstiegsBeispielEuler-Verfahren.html
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Das dazu gehorige Anfangswertproblem ist gegeben durch

di R. n 0 gin wt
— =——i+ —sinw
dt L L
1(0) = 0.
Fiir die analytische Losung folgt
U
i(t) = WZ}QP (wLe_%t + Rsinwt —wL coswt) , t>0.

Die Funktion f : [a,b] x R — R ist gegeben durch

N~ R Uy .
f(t, i) = Lz+ T sin(wt).

Entsprechend folgt fiir das explizite bzw. implizite Euler Verfahren

1. Explizites Euler Verfahren
R

. . .Uy .
ige1 =1+ h- (_f k+ T sin(wk h))

2. Implizites Euler Verfahren

R U
ik+1 = ik + h . <—Eik+1 + fo Sln((,d(k/’ + 1) h))
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Anwendung der Euler Verfahren auf ein Modellproblem

Zur Untersuchung von Stabilitdtseigenschaften ist das Modellproblem

sehr geeignet. Es hat die exakte Losung

y(x) = =

Uber den Parameter A\ kann das Losungsverhalten gesteuert werden, fiir A < 0 ergeben sich
abklingende, fiir A > 0 anwachsende Losungen. Der zweite Vorteil dieses einfachen Testpro-
blems ist, dass fiir viele Verfahren die Ndherungslosungen in ihrer Abhédngigkeit von A und h
exakt dargestellt werden kénnen und damit das Verhalten der Verfahren fiir unterschiedliche
Parameterwerte untersucht werden kann. (Siehe auch Jupyter-Notebook).

Das explizite Euler Verfahren (3.2) ergibt die Ndherungswerte

uO:1
up=1+Ah=e+Ch
UQ=(1+/\h)2

Uj = (1+)\h)j


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/numerikODE/AnwendungEulerModellproblem.html
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Damit folgt fiir die Konvergenz des Verfahrens: Fiir ein festes £ € R lassen wir o — 0 und

j — oo streben, so dass immer z = j - h gilt, also h = £. Dann gilt fiir den Naherungswert Uj

von () ’
AN TR
uj:uj(h):<1+)\}> —e mit  j — oo.
Wird ein festes h > 0 benutzt, muss dies jedoch nicht zwingend der Fall sein. Ist A < 0 so stark
negativ, dass [1 + Ah| > 1 gilt, so wéchst |u;| oszillatorisch, wihrend die exakte Losung gegen
Null abklingt. Das Verfahren wird daher numerisch instabil.
Das implizite Euler Verfahren (3.4) ergibt

qul
1
u1:1+)\hu1:> U1:1—)\h
_ 1
TR VAP
_ 1
AN TR AT

Hier liegt Konvergenz in der gleichen Giite wie beim expliziten Euler Verfahren vor. Dariiber
hinaus ist aber die numerische Losung fiir endliches A > 0 immer stabil, da im wichtigen Fall
A < 0 mit einer abklingenden Loésungsfunktion auch die Werte u; abklingen. Dieses von h
unabhéngige Stabilitdtsverhalten nennt man absolute Stabilitdt.
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3.2.2 Diskretisierungsfehler, Konvergenz

Zum Vergleich der Giite unterschiedlicher Algorithmen ist der lokale Diskretisierungsfehler von
zentraler Bedeutung.

Definition 3.2 (lokaler Diskretisierungsfehler). Sei y : [a,b] — R Losung der Diffe-
rentialgleichung (3.1), dann heisst

n(z; h) :=y(z) + ho(z,y(2),y(z + h),h) —y(z + h) (3.5)

fir z € [a,b], 0 < h < b— z, lokaler Diskretisierungsfehler der zur Verfahrensfunktion ¢
gehorigen Einschrittmethode zum Zeitpunkt x + h beziiglich der Schrittweite h.

Der lokale Diskretisierungsfehler beschreibt die innerhalb eines Zeitschrittes entstehende
Abweichung von der Loésungskurve. Obwohl innerhalb eines Zeitschrittverfahrens der Wert y;
iiblicherweise nicht mehr auf der Losungskurve des zugrundeliegenden Anfangswertproblems
liegt und folglich eine explizite Auswertung der lokalen Fehlerentwicklung auch bei Kenntnis
der Losung y nicht mdglich ist, erweist sich diese lokale Fehlerbetrachtung als wesentlich fiir die
folgende Ordnungsanalyse des globalen Gesamtfehlers (vgl. Abbildung 3.2a).
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Definition 3.3 (Konsistenz). Ein Einschrittverfahren heisst konsistent von der Ordnung
p € N zur Differentialgleichung (3.1), wenn

n(z,h) <ChPT, h—0

fir alle z € [a,b], 0 < h < b—uz, gilt. Im Fall p = 1 spricht man auch einfach von Konsistenz.

Bemerkung 3.1. Konsistenz bedeutet insbesondere

. oyl th) —y(@) L n(z,h)
lim ¢(z, y(x), y(x + h), h) = lim Y Jimg =
=0

=y (2) = f(z,y(x))

fir alle = € [a,b). Folglich spiegelt diese Eigenschaft eine hinreichende Bedingung dafiir wider,
dass die Verfahrensfunktion sinnvoll in Bezug auf die Differentialgleichung gewéhlt wurde. |

Satz 3.1. Die Euler Verfahren (5.2) und (3./) sind konsistent zur Differentialgleichung
(3.1) erster Ordnung.

Beweis. Wir beschrianken uns auf das explizite Euler Verfahren. Der Beweis fiir das implizite
funktioniert analog.
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Aus einer Taylor-Entwicklung folgt fiir eine zweimal stetig differenzierbare Losung y die

Darstellung
/ h2 1/
y(z +h) = y(2) + hy'(z) + 557(€)
2

= y(a) + h f(,y(a)) + /(0

fir ein £ € [z,x + h]. Einsetzen in die Definition des lokalen Verfahrensfehlers liefert fiir das
explizite Euler Verfahren mit

den Nachweis durch

n(z, h) =y(x) +h f(z,y(x)) — y(z + h)
- h;y"(g) =Ch® h—0.

O

Bei der Nutzung numerischer Verfahren ist der Anwender {iblicherweise nicht vorrangig an
dem lokalen Fehlerterm, sondern an dem Gesamtfehler zu einem gegebenen Zeitpunkt interes-
siert.
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Definition 3.4 (globaler Diskretisierungsfehler). Sei y : [a,b] — R Losung der Dif-
ferentialgleichung (3.1) und y; der durch ein Einschrittverfahren mit der Schrittweite h
erzeugte Néherungswert an y(zy), v, = a + k h € [a,b], dann heisst

e(zk, h) = y(zx) — Yk (3.6)

der globale Diskretisierungsfehler zum Zeitpunkt zy.

Definition 3.5 (Konvergenz). Ein Einschrittverfahren heisst konvergent von der Ord-
nung p € N zum Anfangswertproblem (3.1), wenn

e(xg,h) <ChP, h—0

fiir alle xy, gilt. Im Fall
lim e(xg,h) =0

h—0

fir alle z spricht man auch von Konvergenz.
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#-\\\\\\\\\\\\\\

(a) lokaler (b) globaler

Abbildung 3.2: Diskretisierungsfehler (Jupyter-Notebook)


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/numerikODE/visualizeLocalGlobalError.html
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Satz 3.2 (Konvergenz). Sei ¢ die Verfahrensfunktion eines Einschrittverfahrens zur Lo-
sung des Anfangswertproblems (3.1). Geniigt

¢ = o(z,y,9,h)
beziiglich der zweiten und dritten Komponente einer Lipschitzbedingung gemdss
|9(z,u, G, h) — é(z,v,§,h)| < Li|u—v|

und
W’(%y,% h’) - (z)(xay,Ua h)‘ < LQ‘U - U|
mit Ly, Ly > 0, dann gilt mit

L=max{L1, Lo} wnd (k) = max In(a b)
z€|a,

fiir den globalen Diskretisierungsfehler zum Zeitpunkt xyp im Fall

h <

Il
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die Abschdtzung

le(ax, b)| < <|e(x0,h)| " Mn(h)) —

Ty (3.7

firk=0,1,...n.

Beweis. Aus der Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers ergibt sich

Y(@i1) = y(@k) + ho(zr, y(xk), y(Tp41), h) — n(zg, h),
womit wir direkt die Darstellung des globalen Diskretisierungsfehlers in der Form
e(@k+1,h) = yY(@k41) — Y1
= y(@k) + h ¢(k, y(@k), y(@p41), h) = 0Tk, h) — Y4
= y(@k) + h d(zk, y(zk), y(Tp41), h) — n(zk, h)
— Yk — h (@k, Y, Y1, h)
= e(x, h) — n(zy, h)
+h(o(zh, y(zk), Y(Ths1), h) — STk, Ybs Y(Ths1), )
<Lily(zk)—ykl
(@, Yo, Y(@h41), 1) — O(Th, Yo, Y1, )

<Loly(zk+1)—Yr+1l

erhalten. Unter Verwendung der Lipschitz-Bedingung folgt
le@rr1s )| < le(ar b)| + b Le(wr, )| + le(@rrr, h)]) + In(i, bl
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Dah<% = 1—hL >0 und somit
2h L 1
<|(1
el W) < (14 707 ) leCon )|+ 7= o )

— —_— <
>0 >0 <n(h)

fiir k =0,...,n — 1. Sukzessives Anwenden der Ungleichung fithrt zu

2h L 2hL Fp(h)
< (1 1

- <1+ 12_thL)k(|e( B+ k:n(:)L>

Mit k = 270 folgt

Tk —70
2h L D Tk — To n(h))
M <|(1 h — .
oWl < (14 700 ) " (letan b+ P50 0
<e 2R L
Per Induktion kann der letzte Schritt nachgewiesen werden. ([

Bemerkung 3.2. Bei einem expliziten Einschrittverfahren vereinfacht sich die Abschiatzung
(3.7) zu

|€(l'k7 h)| < (|€(CIZO7 h)| + (a’;k — IO)@) e(xk—l"o)L'
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Es ist zu sehen, dass die rechte Seite sowohl beziiglich des Zeitpunktes z; wie auch beziiglich

der Lipschitz-Konstanten L exponentiell wéchst.
In der Bemerkung 3.1 wurde der Zusammenhang zwischen der Verfahrensfunktion ¢ und

der rechten Seite der Differentialgleichung aufgezeigt. Es ist ersichtlich, dass sich eine grosse
minimale Lipschitz-Konstante L; mit

|f (2, u(@)) = f2,0(2))] < Lylu(z) — v(2)]

in einer grossen Lipschitz-Konstanten L der Verfahrensfunktion ¢ widerspiegelt. Derartige Dif-
ferentialgleichungen werden als steif bezeichnet. .

Korrolar 3.1. Ist ein Einschrittverfahren konsistent zu Differentialgleichung (3.1) von der
Ordnung p und stimmt der Startwert der Methode mit dem Anfangswert tberein, so ist das
Verfahren konvergent von der Ordnung p. Kurz:

Konsistenz p-ter Ordnung = Konwvergenz p-ter Ordnung
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3.2.3 Verfahren nach Runge Somester

woche 9

Um die Genauigkeit des expliziten Euler Verfahrens zu verbessern, betrachten wir das Verhal-
ten des Abschneidefehlers bei zwei unterschiedlichen Zeitschritten. Sei yr = y(xr) und h > 0
gegeben, dann folgt

Ykr1 = Yk + 0 f(2r, yr)

bzw. fiir die halbe Schrittweite h/2

N _ . h N
rvr2 = G+ 5 S (@rs Gr)

N N h N
k1 = Ghrrjo + 5 F(@hia/2, Grsr 2) (3-8)
h h
=yt g (f(wk,yk) +f <wk+1/2ayk +3 f(ib"k,yk)))

Eine Taylorentwicklung im Punkt zj der Losungsfunktion y(x) liefert

2

h
y(xrgr) = y(xe) +h o' (zr) +5 y'(xr)  +CH
—— ——

h2
= y(zx) + hf (@i, y(er)) + 5 (00 f (@, y(er)) + Oy f(wr, y(zr) - ¢ (2r) ) + Ch’
——

=f(zk,y(zr))
2
= y(xg) + hf(zg, y(xr)) + %((%f(iﬂk, y(xr) + Oy f (zr, y(xr)) - flap,y(an))) + C R
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Somit ergibt sich fiir die Nfiherungslésung Yka1 die Abweichung zur Losung in der Form

Y(Tht1) — Ypt1 = (fac + fy - ) @ey(ar) + C - B°. (3.9)

Analog erhalten wir unter Berﬁcksichtlgung von

£ (50 v + 5 F@n(@) ) = Flawyt@n) + 5 (Fe + fy - Dlanylan) +C 12

fir g54+1 gemadss (3.8) den Fehler

Y(@rt1) = Grt1 = (fm+fy @k, y(ar) +C - h°. (3.10)

Mittels einer gewichteten Kombination der Verfahren werde wir die quadratischen Anteile des
Abschneidefehlers eliminieren und hierdurch ein konsistentes Verfahren zweiter Ordnung erzeu-
gen. Motiviert durch die Fehlerdarstellungen (3.9) und (3.10) nutzen wir

20k+1 — Yer1 = Y(Tpi1) + C - B>,

wodurch sich das sogenannte verbesserte Polygonzugverfahren

h
Yk+1/2 = Yk T+ §f(~"3k, Yk

Yk+1 = 2Uk+1 — Yk+1
=y +h f(or +h/2, yk + Yeg1/2)

ergibt. Diese auch nach ihrem Erfinder Carl Runge (1905) benannte Methode kann unter Ver-
wendung der Steigungen 7,k = 1,2 in der Form
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Runge- Verfahren
r1 = f(zk, Yx)
re=f (ﬂﬁk + g,yk + grl) (3.11)
Yk+1 =Yk + hra

geschrieben werden. Aus der Herleitung folgt der Satz

Satz 3.3. Das Runge-Verfahren (3.11) besitzt die Verfahrensfunktion

h h
¢(xk, yx, h) = f (wk + oYkt §f($k,yk))

und ist konsistent zur Differentialgleichung (3.1) von zweiter Ordnung.
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Bemerkung 3.3. Verwendung der Trapezregel im Rahmen der Integration liefert

Tr+h
y(ok +h) = y(zg) + f(z,y(x))dx

Tk

h

=y(zp) + R (f(zk, y(zr)) + fak + hoy(zy + R))) + C B,

so dass unter Berticksichtigung von zp1 = xr + h mit

Yk+1 = Yk + g (f(zrs i) + f(@ha1, Yks1)) (3.12)

die implizite Trapezmethode zweiter Ordnung vorliegt.
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3.2.4 Runge-Kutta-Verfahren, Butcher Schema

Das Runge-Verfahren kann auch als Integrationsmethode hergeleitet werden. Der Einsatz ver-
besserter Quadraturformeln (vgl. Jupyter-Notebook) in Verbindung mit einer zusétzlichen nu-
merischen Integration zur Approximation der benotigten Losungswerte an Zwischenstellen kann
auf Verfahren hoherer Ordnung fithren.

Im Abschnitt wird eine verallgemeinerte Vorgehensweise dargestellt, die auf die Klasse der
Runge-Kutta-Verfahren fiihrt. Neben der Herleitung einer grossen Vielfalt weiterer impliziter
und expliziter Methoden kénnen auch die bereits vorgestellten Algorithmen (Euler Verfahren,
Trapezregel) in diese Gruppe von Einschrittverfahren eingeordnet werden.

Betrachte das Integrationsintervall [z, xgy1] mit 2511 = x + h und die Stiitzstellen

fj:.’l:k—Fth, CjE[O,l], 7=1,...,s, (313)

dann lautet die allgemeine Form der zugehorigen interpolations Quadraturformel @ fiir die
Funktion g : [zg, zk11] = R

Qo) =h- Y bg) ~ [ glayda,
j=1 2k

wobei by,...,bs € R als Gewichte bezeichnet werden.
Eine Grundforderung besteht bei Quadraturformeln darin, dass das Integral fiir eine kon-
stante Funktion exakt berechnet wird, daher

k


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/numerikODE/QuadraturFormeln.html
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Daraus folgt sofort, dass

erfiillt sein muss. Fiir das Anfangswertproblem (3.1) folgt

Th+41

y(orst) = yo) = [

Tk

Fay(@))de ~ 0> by 76 w(E)
j=1

mit & = x, + ¢jh.

Das s-stufige Runge-Kutta- Verfahren folgt durch geeignete Wahl der Funktionswerte y(&;)
durch Naherungswerte £;:

Ykr1 =Yk +h Y bif(zk + cjh, kj)
j=1

mit den Knoten ¢; und den Gewichten b;.
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Abbildung 3.3: Quadratur Formel Beispiel fiir s = 5.

Beispiel 3.3. Die bereits bekannten Verfahren lassen sich wie folgt beschreiben
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Stufenzahl Gewichte Knoten Néaherungen Vgl.
s bj,j=1,...,8 ¢i,j=1,...,s Gleichung
Explizites Euler Verfahren 1 by =1 c1=0 k1 =y (3.2)
Implizites Euler Verfahren 1 by =1 =1 k1 = Y41 (3.4)
Implizite Trapezregel 2 by =by = % c1=0,c0=1 k1 =yp,ko=1yry1 (3.12)

Tabelle 3.1: Bekannte Verfahren

Die Hilfsgrossen k; konnen wiederum durch Quadraturformeln approximiert werden. Es gilt

zr+ci h
Ky ~ yla + ¢ h) = y(zx) + / f (@, y())da. (3.15)

Zur Vermeidung zusétzlicher Funktionsauswertungen betrachten wir die schon in (3.13) festge-
legten Stiitzstellen, womit sich analog zu (3.14) die Darstellung

s
kj =y +h Zajxf(xk-i-qh,kg) j=1,...,s
/=1

ergibt. Da auch die zur Approximation des in (3.15) auftretenden Integrals genutzten Quadra-
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turformeln der Forderung (3.14) geniigen sollen, erhalten wir die Bedingung
S
hZaM =x; + th — tj = th,
(=1
daher
S
Zaﬂ:cﬁ j=1...,s.
(=1
Die auftretenden Koeffizienten a; ¢, bj, cj, £ = 1, ... s charakterisieren die unterschiedlichen Runge-

Kutta-Verfahren. Schreibt man
ailr ... Qis b1 C1
A= s b= 1, c=
as1 ... Qg bs Cs

so ist ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren vollstdndig durch die Angabe des zugehorigen, wie
folgt erklarten Butcher-Tableau (A, b, c) gemiss
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Butcher-Tableau
c1|aml ... Qis
respektive | : (3.16)
Cs | Qg1 ... Qgg
by ... b
festgelegt.
s-stufiges Runge-Kutta- Verfahren (Stufenform)
kj = Y + h Z aﬂf(a?k ~+ ¢oh, kg), j=1,...,s (3.17&)
/=1
Ykl = Yo + b Y bj f(@ +¢; h, kj) (3.17b)
j=1

Bemerkung 3.4. Im Fall einer strikten linken unteren Dreiecksmatrix A koénnen die Néhe-
rungswerte k; sukzessive in der Reihenfolge j = 1,2,...s durch eine explizite Verfahrens-
vorschrift berechnet werden (ezplizite Runge-Kutta-Verfahren). Weist A nichtverschwindende
Eintrage im oberen Dreiecksbereich auf, so sind in der Regel nicht alle Grossen k; explizit
berechenbar. Man bezeichnet das Verfahren in dem Fall als implizit.
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J—

Beispiel 3.4. Wir betrachten verschiedene Butcher-Tableau und die zugehorigen Runge-Kutta-

Verfahren:
010
1

a) Das Butcher-Tableau
beschreibt ein explizites einstufiges Runge-Kutta-Verfahren. Es folgt mit
kv =yk +h awr f(og +erh, k1) =y
=

und
Ukt1 =Yp +h b1 flz+ 1 hoki) = yk + hf(zg, yi)
jneg jnry

111
1
ki =yr+han f(op+ c1 h, k)
g jneg

das explizite Euler Verfahren.

b) Analog liefert

wegen
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und
Yk+1 = Yk + h\bi_/f(-'ﬂk +\Ci-/h’ k1) = yr + hf(Tk41, Y1)
=1 =1
das implizite Euler Verfahren.

c) Beim Runge-Kutta-Verfahren
Yr+1 = Yk + I (@ + /2,96 + 1/2 f (2K, yr))

wird die Auswertung an den Zeitpunkten &; = z;, und & = xj + h/2 benétigt. Daher muss
s =2, ¢ =0 und ¢y = 1/2 gewahlt werden. Es folgt

k1 = yr
ky =y + h as1 f(zk, k1)
——
—1/2
Ykt1 =Yr +h by flxrp+ c2 h ko)
e ings

womit das zugehorige Butcher-Tableau durch

0

D=
O NI

1

gegeben ist. Es liegt ein explizites Runge-Kutta-Verfahren vor.
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d) Das Butcher-Tableau

o
— [l

reprasentiert die implizite Mittelpunktregel und kann in der Form

implizite Mittelpunktregel

1
Yk+1 = Yk + b f(zp + h/2, k1)

(3.18)

geschrieben werden.
J—

Bemerkung 3.5. Fiir die numerische Berechnung ist das in Gleichung (3.17) gegebene s-stufige
Runge-Kutta Verfahren nicht optimal. Mit der Definition

rj = f((L’k + th, kj), j=1,...,s (319)

kann das Verfahren von der sogenannten Stufenform in die Steigungsform transformiert werden,
welche bedeutend weniger Funktionsauswertungen erfordert. Fiir (3.19) folgt mit (3.17a)

rj = f(ar+cih, k) = [+ cihoye + h > aje f (g + coh, k) ).
:7’/

Damit erhalten wir die Steigungsform des s-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens
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s-stufiges Runge-Kutta- Verfahren (Steigungsform)
S

rj:f(:vk+cjh,yk+hZaﬂm), j=1,...,s (3.20a)

/=1

S
Yk+1 = Yk T+ hz bj ;. (3.20b)
j=1
J—

Klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

Das sehr haufig verwendete sogenannte klassische Runge-Kutta- Verfahren stellt eine explizite
vierstufige Methode der Konsistenzordnung p = 4 dar. Die Grundidee dieses Verfahrens liegt
in der Nutzung der Simpson-Formel zu numerischen Integration, wobei in der Erweiterung eine
doppelte Auswertung am mittleren Knoten ¢ = % vorgenommen wird und das hiermit gekoppelte

Gewicht b = % zu gleichen Teilen verteilt wird. Das Butcher-Tableau lautet

— NN O

o= O O N
Wi O Nl=
Wl =

=
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Fiir das s-stufige Runge-Kutta-Verfahren nach (3.17) folgt

ki = i (3.21a)
h
ke =y + 5 flar k1) (3.21b)
h 1
ks =y + 5 flan+ 5 D k2) (3.21c)
1
ks =yk +h f(zp + 5 h, k3) (3.21d)
2
h h h
Y+l = Yk + g(f(fka ki) +2f(xp + 3’ ko) + 2f(xx + 5 ks) + f(zk + h, ka)). (3.21e)

Um unnétige Funktionsauswertungen zu vermeiden wechseln wir in die Steigungsform. Wir
erhalten analog zur Bemerkung 3.5

h 1 1
Yri1 = Ui+ o (f(@r k) + 2 f (@n + Shoys + Shir)
SN——

r
1 o

1 1
+ 2f(3:k + gh,yk + §h7‘2) +f($k + h,yr + hr;;))

T4
T3

die Steigungsform des Runge-Kutta-Verfahrens. Fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren folgt:
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klassisches Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung

N N N N NN
N R
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Abbildung 3.4: Klassisches Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung
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3.2.5 Heun-Verfahren

Den Bereich der expliziten Runge-Kutta-Verfahren soll mit dem bekannten Heun-Verfahren
abgeschlossen werden. Die Methode basiert auf der impliziten Trapezregel

1
Yk+1 = Yk + §h (f(@r, yr) + f(Trr1, Uks1))

wobei zur Vermeidung der impliziten Auswertung zunédchst ein Zeitschritt mit dem expliziten
Euler Verfahren durchgefiihrt wird und somit y+; auf der rechten Seite durch

yk + hf(xr, yk)

ersetzt wird. Somit ergibt sich in der klassischen Form eines Runge-Kutta-Verfahrens die Dar-
stellung

Heun-Verfahren

k1= yk
ko =y + hf(zy, k1) (3.23)

Ykt1 = Yk + %h(f(xk, k1) + f(zg41, k2))-
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Das zugehorige Butcher-Tableau ist gegeben durch

0
1

[CT Y =

1
2

Das Verfahren nach Heun ist ein Verfahren zweiter Ordnung. Die Modifikation der Trapezregel
unter Nutzung eines vorgezogenen Zeitschrittes auf der Basis des expliziten Euler Verfahrens
fiihrt nicht zu einer Reduktion der Ordnung.

Die Methode basiert auf dem Praidikator-Korrektor- Verfahren. Zunédchst wird mit dem Euler
Verfahren eine Naherungslosung ko ermittelt (Prédikator), um im abschliessenden Schritt die
Néherung zu korrigieren (Korrektor).
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3.2.6 Verfahren nach Hammer und Hollingsworth (optional)

Ohne auf die Details (vgl. Jupyter-Notebook) einzugehen, soll hier noch ein zweistufiges impli-
zites Verfahren mit maximaler Ordnung p = 4 erwdhnt werden. Das Verfahren nach Hammer
und Hollingsworth ist durch das folgende Butcher-Tableau gegeben:

1

6
1
4
1
2

V3

gegeben. Fiir das Verfahren folgt demnach

ki =yr + h(an f(xg +c1 h, k1) + arnf(zr + c2 b, k2))
ky = yi + h (a1 f(zk + c1 h, k1) + aza f (zk + c2 b, k2))
Ykt1 = Yk + h (b1 f(z + c1h, k1) + baf(xp + c2 b, k2))

bzw. mit den Werten von Hammer und Hollingsworth eingesetzt


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/numerikODE/Hammer-Hollingsworth-Verfahren.html
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Verfahren nach Hammer und Hollingsworth

1 3—+3 3
k1=yk+h(1~f<.’]3k+ 6\/7h,k1>+

3+ 2v/3 3—+3 1
k‘gzyk-i-h( i ff((]?k-f— fh,kj)—l-z'f x
+

o
&

12
1 3—V3 3+V3
yk+1:yk+§'h (f(kar 5 h,k1>+f(xk+ 5 h,k2>>
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3.3 Ubersicht der Numerischen Verfahren

Verfahrensname Gleichung Ordnung p Abkiirzung
Explizites Euler Verfahren (3.2) 1 EE
Runge-Verfahren (3.11) 2 Runge
Heun-Verfahren (3.23) 2 Heun
Klassisches Runge-Kutta-Verfahren (3.22) 4 ERK4

(a) Explizite Einschrittverfahren

Verfahrensname Gleichung Ordnung p Abkiirzung
Implizit Euler Verfahren (3.4) 1 IE
Implizite Mittelpunktregel (3.18) 2 IM
Implizite Trapezregel (3.12) 2 IT
Implizites Verfahren nach Hammer und (3.24) 4 IHH
Hollingsworth

(b) Implizite Einschrittverfahren

Tabelle 3.2: Ubersicht numerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme der Form
y'(x) = f(z,y(x)),y(0) = yo.
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Zur Untersuchung des prognostizierten Konvergenzverhalten der vorgestellten numerischen Ver-
fahren betrachten wir das Problem

(3.25)

mit £ € R™ und ¢ € R(J{ . Fir k = % und ¢y = % beschreibt die Differentialgleichung das
Einschwingverhalten eines R-L-Gliedes an einer DC-Spannungsquelle. Die analytische Losung
ist gegeben durch

y(t) = co(1l —e™)
mit der Eigenschaft

lim y(t) = ¢ (z %) .

t—o0

Bei Festlegung der Konstanten & = 0.3 und ¢y = 10 betrachten wir das Maximum der
absoluten Differenz zwischen dem numerischen Wert ¢, und der analytischen Lésung y gemaéss

car = max le(t, At)| = max [y(t) — Ynum (t, At)]

zum Zeitpunkt ¢t = 5 bei variierter Zeitschrittweite At € {1,0.1,0.01,0.001,0.0001}. Der Wert
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Ynum (£, At) entspricht stets der Grosse yx mit k = &.

EE
p=1

Runge / Heun
p=2

KAPITEL 3. NUM. METHODEN FUR DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ERK4
p=4

0.635696597405992
0.055883667535561
0.005525101107902
0.000551888151156
0.000055182603101

0.069239652594008
0.000564398486584
0.000005530623804
0.000000055194048
0.000000000554749

0.000317429687035
0.000000025459431
0.000000000002459
0.000000000000303
0.00000000000:36 13

IE
p=1

IM/IT
p=2

IHH
p=4

0.489335847335735
0.054499595695614
0.005511301451693
0.000551750191186
0.000055181223733

0.027725034983046
0.000275922699853
0.000002759097175
0.000000027590739
0.000000000269092

0.000041385908482
0.000000004138659
0.000000000000517
0.000000000001 56
0.000000000005751
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10° A 10° A
1071 10-1
102 10-2
. 1073 . 1073
5 :
§ 107 § 107
b b
107 1073
107° explizit Euler 10-° implizit Euler
—— Runge —— implizit Mittelpunkt
1077 —-—- Heun 1077 —-—- implizit Trapez
10-8 | —— Runge-Kutta 4. 10-8 | —— Hammer-Hollingsworth
1072 1071 10° 1072 1071 10°
At At

Abbildung 3.5: Konvergenzrate

In der Abbildung 3.6 ist zu beobachten, dass der Fehler der RK4, IHH und TAM3 Verfahren
fiir At < 10~! wieder grosser wird. Dabei stellt sich natiirlich die Frage, was die Ursache des
Problems ist? Zumal die Konvergenzordnung der Verfahren gut mit der Theorie iibereinstimmt
(vgl. Abb. 3.5).
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-\/ —— Runge-Kutta 4.

-

—— explizit Euler
—— Runge
=== Heun

107! 10°

100 .
EAL07? -/
10—4 4
W
4 10—6 /
<2
" -8
@ 10 —— implizit Euler
10-10 —— implizit Mittelpunkt
—=~ implizit Trapez
1012~ —— Hammer-Hollingsworth
1074 1073 1072 107t 10°
At
At

Abbildung 3.6: Benchmark
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3.3.1 Rechenfehler bei der Durchfiihrung des Verfahrens

Grundsétzlich gibt es drei Typen von Ursachen, die zu einem Abweichen der exakten von der
berechneten Losung fithren kénnen:

(i) Datenfehler bei den Anfangsbedingungen, d.h. der verwendete Startwert ¢ ist nicht gleich
x(to)

(ii) Diskretisierungsfehler, d.h. der Fehler, der durch die Verwendung der diskreten Approxi-
mationsverfahren entsteht

(iii) Rechenfehler bei der Durchfiihrung des Algorithmus, die z.B. durch Rundungseffekte be-
dingt sein kénnen

Meistens liegt der Fokus bei der Fehleranalyse auf der offensichtlichen Fehlerquelle (ii), aber (i)
und (iii) miissen auch beriicksichtigt werden.

Hier geht es um die Frage der Stabilitdt des Verfahrens, d.h. ob ein bei einem Rechenschritt
gemachter Fehler in den Folgeschritten abnimmt oder héchstens von der gleichen Grossenord-
nung bleibt. Wir gehen nicht auf diese Diskussion ein und erwédhnen nur eine Erweiterung der
Formel (3.7) auf den Fall mit Fehlertermen r;. Wir betrachten also anstatt (3.3) das modifizierte
Verfahren

ﬂk+1 :gk+h'¢($kagk’h)+Tka k:05152a"‘) (326)

wobei 7y, der bei der Auswertung von ¢(xg, yk, h) auftretende Fehler ist, z.B. durch Rundungs-
fehler. Fiir die durch (3.26) definierte Folge (Jx)ken gilt dann, unter dhnlichen Annahmen wie
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in Satz 3.2, fiir den durch (3.26) entstehenden Fehler € = |y(zx) — Jx| die Abschétzung

Fehler ii)
Fehler i) —+—  Fehler iii)
/—’% =
L(zn—20)
max x| = | Jy( yol+z rel ) [ e :

Fiir das Verfahren nach Hammer und Hollingsworth (IHH) wurden numerische Berechnun-
gen fiir h € [1075, 1] durch gefiihrt und die maximalen Fehler berechnet. Um die Fehlergrossen
zu bestimmen benutzen wir das Fehlermodell

e(h):%er-hp

und berechnen mit Hilfe der nichtlinearen Ausgleichsrechnung (log-Daten benutzen) die Para-
meter a, b, p, wobei p &~ 4 zu erwarten ist. Es folgt (vgl. Abb. 3.7)

6.78213 - 1016

e(h) ~ ———— +0.0000428638 - #0263
T Fehler ii)
Fehler iii)

Der Datenfehler ist im Beispiel Null (Anfangsbedingungen werden exakt erfiillt) und der Rechen-
fehler nimmt mit 1/h zu fiir kleiner werdendes h. Daraus ergibt sich eine optimale Schrittweite
mit der das Problem mit kleinstem Fehler numerisch berechnet werden kann.
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€max

10—6 L

1079+

10—12 L

' h

107"8L

0.010  0.100 1

Abbildung 3.7: Maximaler Fehler des Verfahren nach Ham-
mer und Hollingsworth (IHH) fiir h € [1075, 1].
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3.3.2 Schrittweitensteuerung bei Einschrittverfahren

Im Verlauf der numerischen Behandlung eines Differentialgleichungssystems kann sich der Dis-
kretisierungsfehler mit wachsendem x stark &ndern. Deshalb spielt eine dem Problem angepasste
Schrittweite hj eine wichtige Rolle. Grundsétzlich soll die Schrittweite iiber eine Fehlerschdt-
zung gesteuert werden. Da die Abschéatzungen des globalen Fehlers schwer zu bestimmen sind
(vgl. Satz 3.2) und dariiber hinaus den tatsichlichen Fehler meist stark {iberschétzen, ist eine

Schatzung
T(x,h) = |n(z,h)]

des Betrags des lokalen Fehlers giinstiger. Es gibt verschiedene Strategien dies umzusetzten.

An dieser Stelle gehen wir auf eine bewéhrte Methode ein: Parallelrechnung mit zwei Ver-
fahren verschiedener Ordnung oder Stufe. Zur Aufwandsminimierung werden dabei eingebettete
Verfahren verwendet. Das sind Verfahren, bei denen die Koeffizienten gemeinsamer Stufe iiber-
einstimmen, so dass dann die Werte ky; nur einmal berechnet werden miissen:
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Runge-Kutta-Verfahren 4. und 5. Ordnung mit Fehlerschdatzung nach Fehlberg

r = f(‘Tkayk)
ro = f (a: 4F 2h I 2h )
= — —hr
2 kT » Yk 9/t
1 1 1
— —h ~h -
r3 f(mk+3 ,yk+12 T1+4hr2>
3 69 243 135 (3.27)
T4 = f (l’k aF Zh,yk 4 ﬁh’?l = @h?ﬁ aF 6—4h7‘3)
17 27 27 16
= h,y, — —=h —hry — — —
T5 f(xk—i— s Yk 2 r1+ 1 ) 5h7“3+15h1"4>
= —l—h(lr +gr —|—E + ! >
Yk+1 = Yk 91T 578 457”4 127”5
Dieses fiinfstufige Verfahren 4. Ordnung wird eingebettet mit der Erweiterung
5 65 5 13 4 5
= — —hr; — —h —h —h —h
re = f <5L'k + Gh,yk 4 PRV LIS’ + AL + TAE + T 7’5> .
5 - +h(47 +12 +32 +1 +6 ) ’
Ykt = Uk TR 450" T 25" T 225’ 4 T 30'° T 255/

Schétzwert des lokalen Fehlers der Methode (3.27) ist der Betrag der Differenz gx11 — yg+1
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h
T(xkﬂ,h):% —2r14+9r3 —64ry — 1575 + 72 76]. (3.29)

Eine mogliche Strategie ist in Abbildung 3.8 veranschaulicht.
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Eingabe xg, Yo, ho, € setze
k=0

Y
Ein Schritt des Verfahrens
Yk = Yk+1

Y

Berechnung der Schdtzung

T(xk+1, hi) fir den lokalen
Diskretisierungsfehler

Y
€ ja Schrittweite verdoppeln:
T h, — »
(wk+17 k) < 20 hk—l—l — Qhk
nein
| T(:L‘k+1, hk) >e€ I nem >
ja
Y
Schrittweite ’lLLalbieren Y
hy, = & | oo =ar+he, k=k+1
Schritt wiederholen!

JE—

Abbildung 3.8: Schema einer moglichen Strategie zur Schrittweitensteuerng (vgl. [7]).
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Beispiel 3.5. Es soll die Differentialgleichung
y = —(sin(z®) + 323 cos(2®))y, y(0) =1 (3.30)

mit dem Runge-Kutta-Verfahren (3.27) und der beschriebenen Schrittweitensteuerung gelost
werden. Die analytische Losung ist gegeben durch

y(x) = exp(—z sin(z?)).

Sie dhnelt einem glatten Einschwingvorgang, dem eine in Frequenz und Amplitude wachsende
Schwingung folgt, siehe Abbildung 3.9.

In der Tabelle 3.3 sind die numerischen Resultate fiir verschiedene Toleranzen ¢ zu sehen. Der
effektive maximale Fehler e, weicht natiirlich davon ab, sollte jedoch mit kleiner werdenden
Toleranz ebenfalls kleiner werden (vgl. Abb. 3.9 rechts unten).

€ Rmin hmax | # Schritte €max
0.100 | 0.01562500 | 0.500 33 9.36
0.010 | 0.00781250 | 0.500 54 1.09
0.001 | 0.00781250 | 0.500 76 8.12e-02
1le-04 | 0.00390620 | 0.250 124 1.21e-02
1le-05 | 0.00195310 | 0.250 192 4.26e-03
1e-06 | 0.00195310 | 0.125 304 5.72e-04
1e-07 | 0.00097656 | 0.125 484 6.25e-05

Tabelle 3.3: Numerische Resultate fiir verschiedene Toleranzen e.
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Im Vergleich dazu die Berechnung mit konstanter Schrittweite h mit dem Runge-Kutta-
Verfahren nach Fehlberg (3.27): Um mit konstanter Schrittweite einen maximalen Fehler von
emax = 6.25 - 1075 zu erreichen, ist eine Schrittweite von Aconst = 0.003378 notwendig (889
Schritte, 1.835xmehr Schritte). Mit 484 Schritten (hconst = 0.0061983) wird ein maximaler
Fehler von e,y = 2.697 - 1074 erreicht (4.3 xgrosser Fehler).
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20 T T

T T
Losung des AWP (3.30)
15 | .

0 0.5 1 15 2 2.5 3
xr
7 x10 5 6(12,8 = 10_7) 100 emax(g)/emaxuo_l)
6
5
1072
4
3
-4
5 10
1
0 1 2 3 T 107 10® 10®° 10* 10° 102 107¢

Abbildung 3.9: Schwingung mit wachsender Amplitude und Frequenz.
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3.4 Numerische Methoden fiir Systeme

Semester-
woche 11

3.4.1 Runge-Kutta-Einschrittverfahren
Im Kapitel 3.2 sind wir von skalaren Anfangswertproblemen der Form
Y(z) = f(z,y) =€ [a,b] CRY
y(xo) = Yo
aus gegangen. Die behandelten Methoden lassen sich direkt auf Differentialgleichungssysteme
y(z) =f(z,y) € la,b] CRY
y(z0) = yo

iibertragen, wobei y : [a,b] — R™ und f : [a,b] x R" — R" gilt.
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Beispiel 3.6. Wir betrachten das mathema-
tische Pendel. Ein Massenpunkt der Masse m
sei an einem gewichtlosen Faden der Lénge
¢ befestigt (vgl. Abb. 3.10). Es soll der Ver-
lauf des Ausschlagwinkels ¢ als Funktion der
Zeit t bestimmt werden. Wie {iblich bezeichne
g die Erdbeschleunigung. Aus der Abbildung
ist ersichtlich, dass die Schwerkraft gegeben ist
durch

mg sin(a(t)).

Die Tragheitskraft in dieser Richtung lautet

mlG(t). Abbildung 3.10: Mathematisches Pendel

Aus der Kriftegleichgewichtsbedingung folgt die Differentialgleichung zweiter Ordnung
m L (t) +mg sin(p(t)) =0
und somit

$+ % sin(p) = 0.

Im Startzeitpunkt gilt ¢(0) = ¢o (das Pendel ist ausgelenkt) und in Ruhe ¢(0) = 0. Wir
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betrachten daher das Anfangswertproblem

B(t)+ 5 sin( (1)) = 0
v(0) = ¢o
4(0) =0

Das System erster Ordnung ist in dem Fall gegeben durch

Y1 = P2

.9 .

p2=—7 sin(¢1)
©1(0) =0 ¥2(0) =0.

Es gilt daher

_ (¢ _ ¥2 _
Y= <<P;> o HEy) = (—% Sin(¢1)> und o = (

®0
0

)
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Es ist zu beachten, dass r; bzw. k; in dem Fall vektorwertige Gréssen sind. In der Abbildung 3.11
ist die Losung fiir g ~ 9.81m/ 527 ¢ = 1m, berechnet mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren

(3.22), zu sehen.
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Abbildung 3.11: Loésung fiir o9 = 7 — 0.16, At = 0.01s
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3.4.2 Konservative Methoden

Das autonome Anfangswertproblem

&(t) = y(t)
i) = —a(t) (3.31a)
und
(x(0),5(0)) = (0,1) (3.31b)

besitzt die analytische Losung

(x(t),y(t)) = (sin(t), cos(t)).

In der Abbildung 3.12 sind die Losungen zweier numerischer Methoden zu sehen. Es wurde
wiederum das explizite Runge-Kutta Verfahren und das implizite Verfahren nach Hammer und
Hollingsworth angewendet. Beide Verfahren sind von der Konvergenz Ordnung p = 4. Wird
jeder numerische Fehler als Stérung des stabilen Systems verstanden, dann wird letztendlich
durch den numerischen Algorithmus nicht die Kreisbahn approximiert sondern eine benachbarte
Spiralbahn berechnet, die sich - je nach Schrittweite - langsamer oder schneller asymptotisch
dem Nullpunkt néhert.



200 KAPITEL 3. NUM. METHODEN FUR DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

dt=1s dt=0.5s
1.0 1.0 TSSTT 1.0
RK
0.5 1 0.5 _ 0.8
- - <. 0.6
$ 00 $ 0071 +
£ 0.4
0.5 1 0.5 1 x — IMdt=1
027 — RKdt=1
—— RKdt=0.5
-1.0 1 —-1.0 4 0.0 1 ]
-1.0 -05 0.0 05 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 0 100 200 300 400
x(t) x(t) t[s]

Abbildung 3.12: Konservative Methoden [Jupyter-Notebook]

Nach Ljapunoff kann dieses Verhalten als stetiger Energieverlust verstanden werden. Zur
Berechnung dieser Kreisbahn sollte deswegen ein Verfahren benutzt werden, welches konservativ
ist, dh. welches das Ljapunoff Potential

1
B(r,y) = 5 + )
konstant lasst. Zeitdiskret bedeutet dies

1
S@ ) =C VEeN


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/numerikODE/KonservativeMethoden.html
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unabhéngig von der Schrittweite h.

Satz 3.4 (Jupyter-Notebook). Die implizite Trapezmethode, implizite Mittelpunkt-Regel
und das Verfahren nach Hammer und Hollingsworth sind konservativ.

Beweis. (Beweisskizze) Zur Verifikation betrachten wir das Anfangswertproblem (3.31). Da das
Problem linear ist, kann die implizite Formulierung in eine explizite umgeschrieben werden. Fiir
die implizite Trapezmethode (3.12) folgt

h2xy, —4hy, —4xy,
= h ), —
Yr+1 e e
Durch Quadrieren und Addieren der Komponenten (Skalarprodukt der linken und rechten Seite)
folgt
2 2 2 2
Ti1 + Y1 = Tip + Yi-
Potential E ist daher unabhéngig von h und somit das Verfahren konservativ. Beweis fiir die

implizite Mittelpunkt-Regel als Ubung.
Das Vorgehen beim Verfahren nach Hammer und Hollingsworth (3.24) ist identisch.


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/numerikODE/NachweisKonservativeMethoden.html
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Bemerkung 3.6. Fiir das klassische Runge-
Kutta Verfahren (3.22) folgt

576 — 8hS + K8
x%—l—l + ?Jl%+1 I T (7 + yp)-
—_—
=:k(h)

In der Abbildung 3.13 ist 1 — x(h) graphisch
dargestellt. Fiir kleine Schrittweiten h ist das
klassische Runge-Kutta Verfahren ,nahezu®
konservativ.

1-

1k
0.01F
10—4,
10—6,

10781

k(h)

0.05 0.10 0.50 1

h

Abbildung 3.13: Die Schrittweite h = 0.5,1 in
Abbildung 3.12 verletzen die Energieerhaltung.
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3.4.3 Stabilitatsbetrachtung

Steife Gleichungen sind Probleme, fiir die explizite Methoden nicht bzw. schlecht funktionieren.
Wir starten die Betrachtung mit einem eindimensionalen Beispiel anhand dessen Curtiss &
Hirschfelder (1952) die Steifigkeit illustrierten.

Beispiel 3.7 (Jupyter-Notebook). Betrachte das Anfangswertproblem
y'(x) = =50 (y(x) — cos(z)) und y(0) = 0. (3.32)

In der Abbildung 3.14 sind die Lésungskurven fiir das implizite Euler Verfahren und fiir das
explizite Euler Verfahren dargestellt (graue Linien in der Abbildung 3.14).

—e— explicit Euler h=2.02/50

2.5
—— implicit Euler h = 2/50
2.0 —o— explicit Euler h =2/50
—e— explicit Euler h=1.98/50

151

1.0 1

0.5

0.0 7

—0.5

-1.0 y y T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Abbildung 3.14: Losungskurven des Anfangswertproblems (3.32).


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/numerikODE/stiffProblem.html

204 KAPITEL 3. NUM. METHODEN FUR DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Es gibt offenbar eine glatte Losung in der Nédhe von y ~ cosx. Alle anderen Ldsungen
erreichen diese nach einer schnellen Einschwingphase. Solche Einschwingvorgéinge sind typisch
fiir steife Gleichungen, sind aber weder ausreichend noch notwendig.

In der Anwendung des Euler Verfahrens auf das Modellproblem ¢y = Ay, y(0) = 1 haben
wir fiir das explizite Verfahren die Bedingung |1 + Ah| < 1 erhalten. Auf unser Problem (3.32)
angewandt folgt

|1 —50h| < 1.
Da h > 0 folgt
1—-50h > —1
und damit
0<h< 2
50

In der Abbildung 3.14 sind fiir das explizite Euler Verfahren Losungen fiir die Schrittweiten
h € {1.98/50,2/50,2.02/50} dargestellt. Im Fall h = 2/50 oszilliert die numerische Losung
mit konstanter Amplitude. Fir A > 2/50 nimmt die Amplitude mit jedem Schritt zu und fiir
h < 2/50 entsprechend ab. .
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Stabilitatsanalyse fiir das explizite Euler Verfahren

Sei ¢(z) eine Losung von y’ = f(z,y). Das im Punkt ¢(x) linearisierte Problem ist gegeben
durch

Y'(z) = £(z,0(x)) + Oyf (2, (x)) - (y(2) = () + ...,

wobei mit Oyf die Jacobi-Matrix von f beziiglich y bezeichnet sei. Mit der Notation

folgt fiir y(z) die Differentialgleichung

Y (z) = 0yf(z,(2)) - y(x) + ... = J(x) y(z) +....

Als erste Approximation betrachten wir die Jacobi-Matrix J(z) als konstant und vernachléssigen
die Terme hoherer Ordnung. Wir erhalten somit

y =J-y, (3.33)

wobei wir den Strich iiber y wieder weglassen. Wendet man das explizite Euler Verfahren an,
so folgt

Yi+1 = R(hJ) yi (3.34)
mit

R(z) =1+ z.
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Um das Verhalten der Gleichung (3.34) studieren zu kénnen, nehmen wir an, dass die Jacobi-
Matrix J diagonalisierbar ist. Mit den Eigenvektoren v; und Eigenwerten \; folgt

wobei «a; die Koeffizienten der Linearkombination

n
Yo = Z Qv
j=1

bezeichnen. Es folgt sofort, dass yy, fiir & — oo beschrankt bleibt, wenn fiir alle Eigenwerte \;
die komplexe Zahl z = h \; in der Menge

S={zeC[|R(z)| <1}
liegt. Fiir das explizite Euler Verfahren mit R(z) = 1 + z folgt
S={z€C||1+2 <1}

Die Menge in der Eulerschen Zahlenebene dargestellt, ist ein Einheitskreis im Punkt (—1,0).



3.4. NUMERISCHE METHODEN FUR SYSTEME 207

Definition 3.6 (Stabilitdtsanalyse). Wir bezeichnen ein Verfahren im Punkt ¢(z) sta-
bil, falls
|R(2)] <1 mitz=nhA\;firallej=1,...,n (3.35)

gilt, wobei A;, j =1,...,n die Eigenwerte der Jacobi-Matrix J = dyf(x, ¢o(x)) im Arbeits-
punkt ¢(x) bezeichnen.

Es wird daher im Weiteren darum gehen, die Stabilitatsfunktion R(z) fiir weitere Verfahren
zu untersuchen.
Stabilitatsanalyse fiir explizite Runge-Kutta Verfahren

Wir betrachten nun explizite Runge-Kutta Verfahren im Allgemeinen. In dem Fall gilt geméss
(3.17)

j—1

ki =uyk+h Y ajef(er+ch k) j=1,....s (3.36a)
/=1

Ykl =Yk +h Y bj [k + ¢ h ky). (3.36b)
j=1

Der entscheidende Unterschied zum allgmeinen RK-Verfahren liegt in der Summe fiir k;, fiir
den Index ¢ gilt £ = 1,...,7—1. Das heisst, die Summe (3.36b) fiir yx+1 kann explizit berechnet
werden. Fiir die linearisierte Differentialgleichung (3.33) folgt mittels sukzessivem Einsetzen das
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Polynom

R(z)=1+ szj + 22 ijaj,e +2° Z bjajeark + - ...
J Jit Ik

mit grad(R(z)) < s.

Definition 3.7 (Stabilitdtsfunktion). Die Funktion R(z) wird Stabilitatsfunktion der
numerischen Methode genannt. Sie kann als numerische Losung nach einem Schritt der

Dahlquist Testgleichung
v =Xy, y0)=1, z=h\ (3.37)

interpretiert werden. Die Menge
S={zeC||R(z)] <1} (3.38)

wird Stabilitdtsbereich genannt.

Satz 3.5. Ist die Runge-Kutta Methode von der Ordnung p, dann gilt

2

“ G +1
R(Z)=1+Z+§+...+E+O(Zp )

Beweis. Die exakte Losung der Dahlquist Gleichung (3.37) ist e*. Daher gilt fiir die numerische
Losung nach einem Schritt
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Aufgrund der vorausgesetzten Konvergenzordnung gilt
e* — R(z) = O(hP*) = O(2PT).
O

Bemerkung 3.7. Als direkte Konsequenz aus dem Satz 3.5 folgt, dass die Stabilitdtsfunktion
aller expliziten Runge-Kutta Verfahren mit der Ordnung p = s gegeben ist durch

22 z°
R(z)=1+z++...+
In der Abbildung 3.15b sind die Stabilitdtsbereiche fiir s = 1,...,4 dargestellt. L

Stabilitdtsanalyse fiir implizite Runge-Kutta Verfahren

Wir starten wieder mit dem impliziten FEuler Verfahren. Das Verfahren lautet y; = yo +
h f(x1,y1), angewandt auf die Dahlquist Gleichung (3.37) liefert y1 = yo + h Ay1. Mit 2 = Ah
folgt
R(z) = 1+
1—2z

In dem Fall erhalten wir als Stabilitéitsbereich das Aussere des Einheitskreises im Punkt (1,0).
Der Stabilitatsbereich umfasst damit die negative Halbebene und grosse Bereiche der positiven
Halbebene. Das implizite Euler Verfahren ist daher sehr stabil.
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Fir das s-stufige Runge-Kutta Verfahren gilt der Satz:

Satz 3.6. Das s-stufige Runge-Kutta Verfahren (3.17) angewandt auf die Dahlquist Test-
gleichung (3.37) liefert y1 = R(h X)yo mit

R(z)=1+2zb" - (1 —zA)™ .1, (3.39)

wobei b € R%, A € R%*® durch das zugehdorige Butcher-Schema (3.16) gegeben sind und
1=(1,...,1)T e Rs.

Beweis. Aufgrund der Linearitdt der Dahlquist Testgleichung folgt, dass das Gleichungssys-
tem (3.17a) fiir kj,j = 1,...,s ebenfalls linear ist und somit k = (1 — 2z A)~! - 1. Aus dem
Integrationsschritt (3.17b) folgt die Behauptung. O

Direkt aus der Cramer’schen Regel folgt der Korrolar

Korrolar 3.2. Fir die Stabilititsfunktion (3.39) gilt

R(z) = det(l —zA + 21 - b7)
<= det(1 — zA)
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implizit Euler

implizit Mittelpunkt

implizit Trapez implizit Hammer-Hollingsworth

2 0 2
(a) Explizite Runge-Kutta Me- (b) Implizite Runge-Kutta Me-
thoden der Ordnung s. thoden.

Abbildung 3.15: Stabilitdtsbereiche [Jupyter-Notebook]


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/numerikODE/StabilityDomains.html
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Kapitel 4

Einfiihrung partielle
Differentialgleichungen

Bis jetzt haben wir uns mit numerischen Methoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen
betrachtet. In der Technik und Naturwissenschaft haben wir es oft mit partiellen Differential-
gleichungen (PDE) zu tun.

213

Semester-
woche 12
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4.1 Was ist eine partielle Differentialgleichung

Es sei D ein Gebiet in R™ und x = (1, ...,x,) € D. Unter einer partiellen Differentialgleichung
der Ordnung k fiir eine Funktion u(x) in D versteht man eine Gleichung der Form

k
ou ou 0 u> _o (4.1)

F<X7U(X)’a$17”"8l‘n’”'7awﬁ

In u treten also mehrere unabhéngige Veranderliche, ndmlich z, ..., x, auf, und in (4.1) neben
x und u partielle Ableitungen von u bis zur Ordnung k. Im Spezialfall n = 1 liegt mit (4.1) eine
gewoOhnliche Differentialgleichung vor. Die partielle Differentialgleichung heisst linear, wenn die
Funktion u(x) und ihre Ableitungen in Form einer Linearkombination in der Gleichung (4.1)
auftreten.

Um zu eindeutig bestimmten Losungen von (4.1) zu gelangen, sind zusétzliche Bedingungen
zu stellen, etwa Rand- und/oder Anfangsbedingungen oder Abklingbedingungen im Unendlichen.

Wir betrachten hier ein paar ausgewéhlte Beispiele von (in der Physik auftretenden) parti-
ellen Differentialgleichungen. Im Folgenden bezeichnet A bzw. V wie iiblich den Laplace- und
Nablaoperator im R™ (vgl. Analysis 3)

_ 9%u(x) 0%u(x)

Au(x) = o2 +...+ 922 Vu(x):(ax1 " o

du(x)  u(x) >T _
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Transport 1. Ordnung, linear
Ug + Uy =0

Transport 1. Ordnung, linear
Ug + Yyuy =0

Stosswelle 1. Ordnung, nichtlinear
Uy + uty =0

Laplace-Gleichung oder Potentialgleichung, 2. Ordnung, linear

Uzy + Uyy = 0 oder kompakt Au(x) =0

Poisson-Gleichung 2. Ordnung, linear
—Ugy — Uyy = f(x,y) oder kompakt — Au(x) = f(x)
Wirmeleitungsgleichung 2. Ordnung, linear, eindimensional im Ort D C R
Ut — Ugy = q()

oder mehrdimensional im Ort D C R™

ur — Au(x) = q(x)

215

(4.2a)

(4.2b)

(4.2¢)

(4.2d)

(4.2e)
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Wellengleichung 2. Ordnung, linear, eindimensional im Ort D C R
Ut — Ugg = 0
oder mehrdimensional im Ort D C R"
uy — Au(x) =0
Helmholtzsche Schwingungsgleichung 2. Ordnung, linear
Uy + K2u(z) =0, keC
oder mehrdimensional im Ort D C R"
Au(x) 4+ k*u(x) =0, keC
Schwingender Stab 4. Ordnung, linear, eindimensional im Ort D C R
Utt — Uggzy = 0
oder mehrdimensional im Ort D C R"
ug — A%u(x) = 0(x)

A?u(x) = AAu(x) nennt man den Biharmonischen Operator.

(4.2h)

(4.21)

(4.21)

(4.2m)
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Maxwell Gleichungen System 1. Ordnung D C R3

%—]? +rotE =0 Faraday’s Gesetz
%—? +J =rotH Maxwell-Ampere Gesetz
divD =p Gauss’sches Gesetz
divB =0 magnetisches Gauss’sches Gesetz
B=pyH, D =¢cE Material Gesetz

Navier-Stokes Gleichungen System 2. Ordnung D C R?

—Au+ Re(uV)u—gradp =f
divu =20

Die Liste ist natiirlich bei weitem nicht vollstdndig! Es zeigt sich, dass die Theorie der
partiellen Differentialgleichungen ein recht umfangreiches mathematisches Gebiet darstellt, bei
dem sehr unterschiedliche Verfahren und Methoden Verwendung finden und das auch unter
Gesichtspunkten der mathematischen Forschung Aktualitét besitzt. Dies macht die Entwicklung
in den letzten Jahrzehnten deutlich.

Im Folgenden gehen wir auf zwei Beispiele etwas vertieft ein, wobei wir uns auf die Betrach-
tung eindimensionaler Gebiete beschrinken.
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4.2 Eindimensionale Warmeleitung

Fiir die meisten Probleme in der Praxis kann man keine analytische Losungsformel der PDE
berechnen oder sie ist so kompliziert, dass man es vorzieht eine typische Losung als Graphen
zu veranschaulichen. Benutzt man Numerische Methoden, so miissen diese sorgfiltig gewéhlt
werden. Es ist moglich dass die Methode die (wahre) Losung - falls sie dann auch existiert(!) -
nicht iiberall annéhert. Die andere Gefahr besteht darin, dass die Berechnung mehr Rechenzeit
und Ressourcen (Memory, Disk Space) beansprucht, als in der Praxis zur Verfiigung gestellt
werden kann.

Ziel dieses Kapitel ist eine kurze Einfiihrung und Illustration der oben erwéhnten Punkte
zu geben.

4.2.1 Finite Differenzenmethode
uj = u(jh).

Die drei iiblichen Approximationen fiir die erste Ableitung konnen wir wie folgt definieren:
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Definition 4.1 (Approximation der ersten Ableitung).
Riickwartsdifferenz: %(] h) ~ e _huj = (4.3a)
Vorwirtsdifferenz: %(] h) ~ w (4.3b)
zentrale Differenz: %(g h) =~ uﬁ_lz;huj_l (4.3¢)

Jede von ihnen ist eine korrekte Approximation, denn nach der Taylorentwicklung ist

w(x 4+ h) = u(z) + o' (z)h + %u”(:v)h2 + %u"'(:n)h3 + O(h%).

(Sie ist giiltig, wenn u(x) eine vier mal stetig differenzierbare Funktion, sprich: C*-Funktion
ist.) Ersetzt man h mit —h, so folgt

w(z — h) = u(z) — o (2)h + %u"(w)hQ - %u’”(a:)h‘g + oY),
Aus beiden Ausdriicken folgt
o (z) = 48 Z(x —M +om)
o(z) = 4T h,i —u®) | o) (4.4)
oy MaE ) =)
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Unter O(h) versteht man ein Ausdruck, der durch eine mit 4 multiplizierte Konstante beschrankt
ist. Ersetzt man x durch j h, so folgt, dass (4.3a) und (4.3b) korrekte Approximationen erster
Ordnung O(h) und (4.3c) eine Approximation zweiter Ordnung O(h?) ist.

Fir die zweite Ableitung ist die einfachste Approximation die zentrale zweite Differenz

Definition 4.2 (Approximation der zweiten Ableitung).

2
. . U, . Uit — 2U; + Ui
zentrale zweite Differenz a—(j ) v 2t h2] =1

= (4.5)

Siehe auch (2.12). Diese Approximation wird dadurch gerechtfertigt, dass dieselben beiden Tay-
lorreihen wie oben nach Addition die Gleichung liefern

() = u(x + h) — 21;(23:) + u(x — h) L oY),

Das heisst, (4.5) gilt mit einem Fehler zweiter Ordnung O(h?).
Fiir Funktionen zweier Variablen u(t,z) wahlen wir eine Schrittweite in beiden Variablen.

Wir schreiben
u(n 7,7 h) = Uy,

Dann koénnen wir beispielsweise du/0t durch die Vorwértsdifferenz

ou . Un+1,j — Un,j
—nT7jh)~r ——7
at( i T

approximieren.
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Beispiel 4.1. Wir lésen die Diffusionsgleichung

U = Uy fur z € (0,m)
u(0,2) = ¢(x) und (4.6)
u(t,0) =u(t,7) =0

(vereinfachte Gleichung der Wéarmeleitung) mit Hilfe endlicher Differenzen. Fiir u; verwenden
wir die vorwarts genommene Differenz, fir wu,, die zentrale zweite. Die Differenzengleichung
lautet dann

Untlg = Ung _ Ungtl T 2Ung Flngol g e s q N1, (4.7)

T h?
wobei NV durch die Bedingung m = N h gegeben ist. Es existiert daher fiir alle inneren Punkte
eine Differenzengleichung. Sie enthélt Abschneidefehler der Grossenordnung O(7) auf der linken
und O(h?) auf der rechten. Daher wihlen wir einen kleinen Wert fiir A und setzen 7 = h2. Die

Differenzengleichung (4.7) vereinfacht sich zu

Up+1,j = Un,j+1 — Un,j + Un j—1- (4.8)

Die Anfangsbedingung ¢(z) soll eine ganz einfache Rechteckfunktion sein

(¢(.7 h))j:l...N = <O> - 0,

flir N ungerade. Damit erhalten wir ein entsetzliches Ergebnis, sieche Tabelle 4.1.
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S~ & ®m < . © I~ 0 o =

[ | Il I I [ |
n=0|0 0 0 O 0 1 0 0 0 0 O
n=1|0 0 0 0 1 -1 1 0O 0 0 O
n=2(0 0 o0 1 -2 3 -2 1 0 0 0
n=3/0 0 1 -3 6 -7 6 -3 1 0 O
n=4|0 1 -4 10 -16 19 -16 10 -4 1 O

Tabelle 4.1: Losung der expliziten Differenzengleichung (4.8)

J—

Bemerkung 4.1 (Dirichlet-Randbedingungen). Fiir alle inneren Punkte existiert eine Dif-
ferenzengleichung (4.7). Fiir die Randpunkte ist keine Gleichung gegeben. Die Information
muss daher durch Randbedingungen vorgegeben werden. Mit Dirichlet- Randbedingungen be-
zeichnet man die Ausgangslage, dass die Funktionswerte vorgegeben sind. Allgemeine Dirichlet-
Randbedingungen fiir das Problem (4.6) sind daher gegeben durch

u(t,0) = g(t) und wu(t, ) = h(t).

Der Spezialfall im Beispiel ¢g(t) = h(t) = 0 bezeichnet man auch als homogene Dirichlet-
Randbedingungen. .
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4.2.2 Approximation der Diffusionsgleichung

Analysieren wir, was im Beispiel 4.1 fiir die Diffusionsgleichung u; = w, schief lduft. Im Ver-
fahren ist nichts offensichtlich falsch, denn jede Ableitung wurde mit kleinem Abschneidefehler
angemessen approximiert. Die kleinen Fehler haben sich aufgeschaukelt. Das Problem liegt in
der Wahl des Verhéltnisses der Schrittweite h (beziliglich dem Ort) und 7 (beziiglich der Zeit)

zueinander. Betrachten wir daher das Verhéltnis
.

ﬁ.
Analog wie im Beispiel folgt die explizite Differenzengleichung

S =

(Forward Time Centered Space Scheme)

Un+1,j = S(’U/n,j+1 4F un,j_l) 4F (1 = 25)un,j Vj=1,...N —1. (4.9)

Das Verfahren nennt man explizit, da sich jeder Wert des Zeitschrittes (n + 1) explizit aus
den alten berechnen lasst.

Beispiel 4.2. Um konkret zu sein, betrachten wir das selbe Problem (4.6), jedoch mit
T fir0<z < 3§
T™T—T fur % <z<m.

Fiir diese Anfangsbedingung lautet die exakte Losung

4 o0
u(t,z) = - Z by, sin(kx) ekt
k=1
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mit
k2

b — G fiir £ ungerade
g 0 fiir k£ gerade.

Wir approximieren dieses Problem durch das Verfahren (4.9) fir j = 1,...,J — 1 und n =
0,1,2,... zusammen mit den diskretisierten Anfangs- und Randbedingungen

u(0,5h) =¢(jh) und u(n7,0)=u(nrt,m)=0.

In der Abbildung 4.1 ist das Resultat zu sehen (vgl. [Jupyter-Notebook]). Fir J = 20, h = 7/20
und s = 5/11 sieht das Resultat wie gewiinscht aus. Wenn wir jedoch J = 20,h = 7/20 und
s = 5/9 wiederholen, sieht das Ergebnis wild oszillierend aus. Bei der Wahl s = 5/11 ist das
Verhalten stabil, bei s = 5/9 offenbar instabil.

4.2.3 Stabilitatskriterium

Der Unterschied der beiden Losungen im Beispiel 4.2 liegt darin, dass im ersten Fall s < 1/2
und im zweiten s > 1/2 gilt. Ein Hinweis auf diesen Unterschied ist direkt in der Gleichung
(4.9) sichtbar: nur fiir s < 1/2 sind die Koeffizitenten positiv. Den Effekt untersuchen wir hier
jedoch etwas préziser. Dazu suchen wir nach einer Losung der Gleichung (4.9) in der Form

un,j == Xj Tn. (410)


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/EinfuehrungPDE/BeispielFTCSScheme.html
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Damit folgt
Tht1 Xj+1 + Xj—l
=1—-2 R
T, S+ s X,

Beide Seiten von (4.10) miissen mit einer von j und n unabhéngigen Konstanten ¢ iibereinstim-
men. Damit folgt
T, = "o
sowie
Xjm1+X,1

=1-2
13 s+s X,

(4.11)

Fiir den Ansatz
X; = Acos(j §)+ Bsin(j 0)

folgt aus der linken Randbedingung Xy = 0 sofort A = 0, Fir B setzen wir B = 1. Aus
der rechten Randbedingung X; = 0 folgt sin(J6) = 0, somit ist JO = k7 mit k ganzzahlig.
Die Diskretisierung zerlegt das Intervall (0, 7) in J gleichgrosse Teilintervalle der Lange h. Das
bedeutet J = 7/h und somit 6§ = k h. Fir X folgt

X, =sin(jkh).
Fiir (4.11) erhalten wir

. sin((j+1)kh) —sin((j — 1) kh)
sin(j k h)

+1-2s5=¢.
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Fiir h klein interpretieren wir den Quotient
5 sin((j+1)kh) —sin((j — 1) kh)
2sin(j k h)

als die Ableitung von sin an der Stelle k h. Da die Differenz zwischen (j+1) und (j — 1) gemacht
wird, kommt ein Faktor 2 dazu. Wir erhalten damit fiir £

E=¢&(k)=1—2s(1 —cos(kh)). (4.12)
Da fiir T, das zeitliche Wachstum ¢ = n 7 durch die Potenz &(k)™ bestimmt wird, folgt sofort
|€(k)| <1 furalle k

~ 2 cos(kh)

als Stabilitdtsbedingung und daraus

T

73 =85< 5. (4.13)

N |

Bemerkung 4.2. Der Ansatz X; = Acos(j#)+ Asin(jf) kann auch einfach durch den Ansatz
Xj=(e*hy

ersetzt werden. Fiir £ folgt in dem Fall

gikh 4 o—ikh
2

§:1—25<1—

analog zu (4.12) und damit dasselbe Resultat. .
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4.2.4 Neumannsche Randbedingung

Wir nehmen an, die Diffusionsgleichung ist im Intervall 0 < z < ¢ definiert und die Randbedin-
gungen sind

%(t7 0) = go(t) wund %(t,@ =g1(1).

Die einfachste Approximation ist

Un,1 — Un,0

h

Up,J — Upn,J—1

A = g1(tn).

= go(t,) und

Da der Abschneidefehler fiir den Differenzenquotienten fiir die erste Ableitung eine lineare Ord-
nung hat, wiirden wir die quadratische Konvergenzordnung der zweiten Ableitung mit der zen-
tralen zweiten Differenz zerstoren (vgl. (4.4)). Der Ausweg besteht in der Einfithrung sogenann-
ter Geisterpunkte u, 1 und u, j+1. Die diskrete Randbedingungen lauten dann

Un,1 — Up,—1 Un,J4+1 — Un,J—1
o = go(tn) und = + o = i(tn). (4.14)
Im n-ten Zeitschritt werden die Werte uy, 0, ..., u, s berechnet und anschliessend die Werte der

Geisterpunkte mit (4.14) bestimmt. Die Abbildung 4.2 zeigt die Losung fiir das Beispiel 4.2
jedoch mit homogenen (go(t) = ¢g1(t) = 0) Neumann Randbedingungen.



228 KAPITEL 4. EINFUHRUNG PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Lésung

1.50 A1 —— Anfangsbedingung

125 —— Losung fur t =407
1.00
> 0.75 1
0.50 A

0.25 4

0.00 4

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
X

Mittelwert zeitabhangig

0.78 1

0.76

0.74 1

zeitabhangig u(t)

0.72 A

Abbildiime 4 2 T.o<uine fiir das Reieniel 4 2 mit Netitmann Randbedinoiimeoen
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4.2.5 Crank-Nicolson-Verfahren

Praktisch bedeutet die Stabilitdtsbedingung (4.13), dass die Zeitschritte sehr klein gehalten
werden miissen. Trifft man beispielsweise h = 1072, so muss 7 < % 10~ sein. Die Loésung zum
Zeitpunkt ¢ = 1 zu bestimmen, wiirde damit 20’000 Zeitschritte erfordern. Das ist fiir Praxis
oft nicht brauch bar. Gesucht ist daher ein Verfahren, das keine Stabilitdtsbedingung mit sich
bringt. Es gibt davon eine ganze Klasse die unabhingig vom Wert s stabil sind.

Fiir die Herleitung definieren wir den Operator (6%u)y,

— 2Up,j + Un i1

2 Un,j+1
(6%u)p,j = = h2

fur die zentrale zweite Differenz ein und betrachten das Differenzenschema

0-Schema

M = (1= 0) (®*u)n; +0(6%Wns1,, Vji=1,...N—1 (4.15)

mit 6 € [0, 1].

Fiir § = 0 folgt direkt das erwihnte Schema (4.9), fiir # > 0 heisst das Schema implizit,
da der neue Zeitschritt u,41,; auf beiden Seiten der Gleichung auftritt. Auch hier ldsst sich die
Stabilitdt analysieren, man macht einen separierten Ansatz fir die Losung

Un,j = (eikh)jf(k‘)n
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wie zuvor. In dem Fall folgt

~ 1-2(1—-0)s(1 — cos(kh))
£k) = 1+ 20s(1 — cos(kh))

mit s = 7/h%. Wir erhalten fiir [£(k)| < 1 die

Stabilitatsbedingung

DN | =
IA
>
VAN
[a—

unabhdngig von s.

Ein solches Verfahren nennt man uneingeschrankt stabil. Fiir 0 = % heisst das Verfahren

Definition 4.3 (Crank-Nicolson-Verfahren).

n+1l,j = Un,j 1 ]
Un+1,j — Un,j :—((52u)nj+(52u)n+lj) v']:LN—l (416)
T 2 ’ ’
mit
Un,j1 = 2Unj + Unj—1
(8%u)p; = —IF hQJ = (4.17)

Bemerkung 4.3. Das Crank-Nicolson-Verfahren ein Verfahren zweiter Ordnung analog zur
impliziten Trapezmethode 3.12. Das Verfahren kann auch mit anderer rdumlicher Diskretisie-
rung (4.17) kombiniert werden. L
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Bemerkung 4.4. Ist 6 < %, so ist s < (2—46)~! eine notwendige Bedingung fiir die Stabilitit.
Man erwartet also, dass (4.15) stabil ist, wenn

T _s<
h2 2— 46

gilt. —

Beispiel 4.3 (Zweidimensionale Poisson Gleichung). Als abschliessendes Beispiel und einen
Vorgeschmack fiir das Modul Hohere Analysis und Numerik sei hier auf ein Jupyter-Notebook
fiir die zweidimensionale Poisson Gleichung verwiesen. .


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/EinfuehrungPDE/Beispiel2dFDMPoisson.html
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t=20-1, s=5/11, t=0.0112

1.50 A

1.25 A

1.00 A

0.75 1

0.50 1

0.25 1

0.00 1

1
—— exakte Lésung
—% - numerische Lésung
—— Anfangsbedingung

0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0
t=20-1, s=5P9, 1=0.0137

1.50 1

1.25 A1

1.00 A

0.75 1

0.50 1

0.25 4

0.00 1

1
—— exakte Losung

~®- numerische Losung
—— Anfangsbedingung

Abbildung 4.1: Stabilitdt des FTCS-Scheme



Kapitel 5

Splines

5.1 Splinefunktionen

Die Polynominterpolation liefert bei vielen dquidistanten Stiitzstellen in der Regel keine befrie-
digende Losung im Sinne einer guten Approximation der interpolierten Funktion, weil Polyno-
me hohen Grades zu starken Oszillationen neigen. Splinefunktionen, welche in diesem Kapitel
eingefithrt werden, bilden ein sehr viel geeigneteres Hilfsmittel als Polynome, um gréssere Da-
tenmengen an beliebigen Stiitzstellen zu interpolieren.

Das Wort ,,Spline* bedeutet so viel wie ,diinne Holzlatte“, frither wurde im Englischen ein
biegsames Lineal damit benannt, das zum Zeichnen glatter Kurven verwendet wurde. Dabei

233
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sollte gerade die Minimierung der Biegeenergie Oszillationen unterdriicken.

5.1.1 Beispiel einer Splineinterpolation
Sei 7 = {xg,...,z,} eine Stiitzstellenmenge mit
a=xp<x1<...<x,=0>

und
fj’ j = 07 1’ A ’n’
die entsprechenden Daten an diesen Stiitzstellen.

Definition 5.1. Der Raum der kubischen Splines sei gegeben durch

P3,T = {g = 02([a7b]) | g|[wi,wi+1] €lls, i =0,1,...,n— 1}'

Eine Funktion in P35, ist in jedem Teilintervall ein Polynom vom Grad 3 und ist an je-
der Stiitzstelle zweimal stetig differenzierbar. Solche Splines sind also stiickweise polynominale
Funktionen, die an den Stiitzstellen noch gewisse Glattheitseigenschaften haben.

Die Aufgabe besteht darin, zu den Daten fo, f1,..., f, eine Funktion S € P3 ; zu finden so,
dass

S(l’j):fj, ,j:O,l,...,n (5.1&)
erfillt ist. Damit die Aufgabe eine eindeutige 16sung hat, muss jedoch eine weitere Bedingung
gestellt werden: z.B. die natiirlichen Endbedingungen

S"(a) = S"(b) = 0. (5.1b)
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Die Losung S € Pz, der Gleichungen (5.1) hat folgende interessante Extremaleigenschaf-
ten

Korrolar 5.1. Sei g eine beliebige Funktion aus C?([a,b]) mit g(z;) = fj, j =0,1,...,n
und g"(a) = ¢"(b) = 0. Fir die eindeutige Losung S von (5.1) gilt

b b
/S”(:C)2d:v§/ g"(z)dz.

Diese Eigenschaft bedeutet, dass der kubische Spline S unter allen Funktionen g € C?(1a, b)), die
dieselben Interpolationsforderungen erfiillen, ndherungsweise die mittlere quadratische Krim-

mung minimiert.
Die Kriimmung ist durch

9" (x)
(T+ g @)
definiert. Dies liefert die mittlere quadratische Kriimmung

b b
6l = [ w(ode = [ g @)da

unter der Annahme, dass |¢'(z)| < 1 fur alle = € [a, b].

k(z) =

Bemerkung 5.1. Anstelle der natirlichen Bedingung (5.1b) wird auch die periodische Bedin-

gung
S(a) = S(b), S'(a) = S'(b), S"(a) = S"(b)

benutzt. .
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Berechnung der Spline

Der Einfachheit halber betrachten wir den Fall mit dquidistanten Stiitzstellen, dh. x4 —x; =
h 7 =0,...,n—1. Man fithrt die Bezeichnung

m; = S"(z;), j=0,1,...n,

und
Ij = [xj,xj+1], j:O,l,...,n—l
ein. Wegen S|, € IT3 folgt, dass S”|; linear ist und dass

(Tj41 — ) my + (. — x5) My
h

S|, (x) =
gilt. Zweifache Integration zusammen mit den Forderungen
S(xj) = fj,  S(jn) = fin

liefert
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(@j+1 = 2)my + (@ = @) mjpn | (@1 = 2)f + (@ = 25) fin
6h h (5.2)

1
= (@i —2)my + (2 = 25)mj41).

Das stiickweise Polynom S aus (5.2) hat die gewiinschten Eigenschaften S|;; € I3, S € C([a, b]),
S”’Ij (xj+1) =Mmy+1 = S/I‘Ij+1(xj+1)'

Man muss nun die noch unbekannten Grossen m; so wahlen, dass die erste Ableitung von
S in den Stiitzstellen x; stetig ist. Es soll also

811, (@) =

S’\Ij_l(xj):S’hj(xj), j=1,...,n—1
gelten. Mit Hilfe der Darstellung (5.2) erhélt man daraus die Bedingungen
6 .
mj—1 +4mj +mjy = ﬁ(fjfl =2fi+ fi+1), i=12,...n—1

Wegen (5.1b) gilt
mgy = my, = 0.
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Es ergibt sich das System

4 1 0 my fo—=2f1+ f2

1 4 1

oo, - — : : (5.3)
1 4 1

0 1 4 Mp—1 Jn—2 —2fn—1+ fn

Die gesuchte Losung S € Pz, hat die Darstellung (5.2), wobei mg = m, = 0 und
(m1,...,mu—1) die Losung des Gleichungssystems (5.3) ist.

Beispiel 5.1. In der Abbildung 5.1 sind die Splineinterpolationen fiir n = 7,9, 15 fiir

zu sehen. Im Gegensatz zur Polynominterpolation (nicht in diesem Modul behandelt) wird die
Splineinterpolation mit wachsender Anzahl Stiitzstellen besser. .
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1.0 A

0.5 A

0.0 -

1.0 A

0.5 A

0.0 -

1.0 A

0.5 A

0.0 -

1

Abbildung 5.1: Splineinterpolationen fir f(z) = 172
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5.2 B-Splines (optional)

5.2.1 Einfiihrung

Bei der Behandlung von Splines ist es bequemer, statt mit dem Grad von Polynomen, mit
der Ordnung k := Grad + 1 (Anzahl Freiheitsgrade) zu arbeiten. Die Bruchstellen zwischen
den polynomialen Abschnitten werden héufig als Knoten bezeichnet. Fiir eine Knotenmenge
T ={10,...,Te+1} mit

a:To<Tl<...<Tg<Tg+1:b

und k > 1 definieren wir den Splineraum der Splines der Ordnung k durch

Definition 5.2. Splineraum der Ordnung k&

]PLT = {f : [a’ b) —R ’ f’[Tiﬂ'iJrl) €llp, 0<i< E}
Py = {f € C*2([a,8]) | flirsmsn) € Tpm1, 0 <8 <L}, k> 2.
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Eine geeignete Basis fiir P » bilden die sogenannten B-Splines. Der Raum P; ; besteht aus
den stiickweise Konstanten. Die charakteristischen Funktionen bilden eine Basis

1 fiir z € [ri. 71 '
ir = € [15,7j41) i=0.....0

NA = e =
J 1() X[Tm"'JH)(‘T) {0 sonst,

fiir Py ;. Jede stiickweise konstante Funktion aus [P ; ldsst sich als Linearkombination der IV;
schreiben

L
S(l‘) = Z Cij,l(l‘).
7=0

Fiir den Fall £ = 2, der stiickweise linearen Funktionen (sogenannte Polygonziige), werden
zwei Hilfsknoten 71 < 79 = a, Ty42 > 741 = b und zugehorige Hilfsfunktionen N_q 1, Npjq
eingefiihrt. Diese Hilfsfunktioenn sind die charakteristischen Funktionen N_11 = x[;_, 7,) und

Nyy1 = X[res1.042)" Damit konnen wir die Funktionen
T —T; Titg — T .
Nja(r) = ——=Nji(x) + —"——Njp11(z), j=-1,....¢
Tj+1 = Tj Tj+2 = Tj+1

definieren, welche eine Basis fiir Py ;, den stiickweise linearen Funktionen bilden (vgl. Abb. 5.2).
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1.04

0.8 1

0.6

0.4 1

0.2 1

0.0 1

1
— No,1(x)
—— N11(x)
— N2,1(x)

T T T T T
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(a) Basis fiir Py -, 7 = (1,2,3,4)
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1
—— No,2(x)
— Ni2(x)
— N2,2(x)
— N32(x)

T T T T T
1 2 3 4 5

(b) Basis fiir Py -, 7 = (1,2,3,4)

Abbildung 5.2: Beispiel fiir Basisfunktionen von Py , P> ». Siehe auch Jupyter-Notebook


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/splines/BSplineImplementierung.html#Implementieren-einer-B-Spline-Klasse
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Fiir den allgemeinen Fall werden die Basisfunktionen rekursiv definiert:

Definition 5.3 (B-Splines). Sei t; < to < ... < t, eine beliebige Folge von paarweise
verschiedenen Knoten. Dann werden die B-Splines Nj , der Ordnung k (1 < k < n) rekursiv
definiert durch

Nji (@) =X 0,00 (@) firj=1,...,n—1,

T —t itk — @ N

5 — €T
t]+k _ t_]—i—l ]+1 1( )7

firk=2,...,n—1, und j=1,...,n—k.

Nj,k(x) = Nj,k—l(x) aF

tiyk—1—tj
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Beispiel 5.2 (Jupyter-Notebook). Fiir das Beispiel aus der Abbildung 5.2 mit dem Knoten-
set 7 = (1,2,3,4) folgt aus der rekursiven Definition, dass die B-Spline N3 3(z) mit Ordnung 3
sich iiber das gesamte Intervall [1,4) erstreckt. Die Ordnung 3 ist damit die maximale Ordnung.

Fiir das Verstdndnis betrachten wir die B-Spline Basis N3 3(z) und tiberlegen uns welche
Basisfunktionen in der Definition beteiligt sind:

T — to t5—a;

Nos(a) = - — Na(x) - N3 ()
4 — 12 —— 5 — 13 —
-1 ty — —1 ts —
- Noi(z) +— ° Tl 57
t3 —lo ~—L— T4 —13 ~—— tg — 13 ~—~— I5 — 14 ~——
X[tQ,tg)(:L') X[tg,t4)($) X[t:;,m)(fﬁ) X[t4,t5)(x)

In der Abbildung 5.3 sind die Basisfunktionen graphisch dargestellt. Um eine B-Spline mit
Ordnung 3, welche nur auf dem ersten Teilintervall [1, 2) ungleich null ist, berechnen zu koénnen,
muss das Knotenset erweitert werden. Das selbe gilt fiir das letzte Teilintervall [3,4). .


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/splines/BSplineImplementierung.html#Hierarchie-der-Basisfunktionen
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Ordnung 3
0.75 1
N2, 3(x)
0.50 -
0.25 -
0'00 L T T T T T T
0 1 2 3 4 5
Ordnung 2
1.0 4
0.5
0.0 4
Ordnung 1
1.0 4
N2,1(x)
N3, 1(x)
0.5 - Na,1(x)
0.0 L T T T T T T
0 1 2 3 4 5

Abbildung 5.3: Rekursive Definition der B-Spline Basis
N3 3(z) fir das Knotenset 7 = (1,2, 3,4)
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Bemerkung 5.2. Man kann zeigen, dass die Ableitung N}, (z) gegeben ist durch

k=1 — b5 bipk — b4

Die Knotenmenge
T={t1,...,t,} mitn=2k+/¢

ist die Erweiterung der Knotenmenge 7 = {70, ...,7¢+1}. Es gilt

1 <...<tg =10,
tppj =15, firj=1,....4

To1 = thor1 < oo < Togye.

Zu dieser erweiterten Knotenmenge 7" werden die B-Splines

Njp, 1<j<n—k=k+{¢

(5.5)

wie in (5.4) definiert. Jeden Spline S € Py ; kann als Linearkombination von B-Splines in der

Form
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k+20
S(z) = Z ¢iNjk(z) =z € [a,b]
=i

schreiben.
Satz 5.1. Sei T' = {t;}7_, wie in (5.5). Seien x1,..., %1 € [a,b] Stiitzstellen und die
zugehorigen Daten f1,..., fr4e gegeben. Das Problem der Bestimmung eines S € P so,
dass

S(l‘j):fj j=1,...,k+/¢ (5.6)

gilt, hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn

ij(tj,tj_H), ji=1,....k+¢,

daher, wenn in den Triger jedes B-Splines mindestens eine Stiitzstelle fallt.

Bemerkung 5.3 (Jupyter-Notebook). Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 ist die Ma-

trix

A= (Njp(z:)FL,
reguldr. S(z) = Zfif ¢jNj k() 16st (5.6) genau dann, wenn fiir ¢ = (c1,..., ko)’ und f =
(fioe s Fere)™

Ac=f

gilt. 1
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Bemerkung 5.4. Die Knoten ¢; miissen nicht zwingend mit den Stiitzstellen z; zusammenfal-

len.

Im Folgenden beschrinken wir uns auf den Spezialfall der kubischen Splineinterpolation
(k =4) und dass Stiitzstellen und Knoten tibereinstimmen

Tj =143 = Tj—1 firj=1,...,¢+2.

Erhélt man aus der Bedingung (5.6) nur ¢ + 2 Bedingungen. Man benétigt, wie einleitend auch
schon gezeigt, zwei weitere Bedingungen. Es gibt dazu unter anderem folgende Moglichkeiten

1. Vollstdndige kubische Splineinterpolation: Als zusétzliche Bedingung wird gefordert, dass

an den Intervallenden jeweils noch die erste Ableitungen interpoliert werden, so dass der
vollsténdige Satz von Interpolationsbedingungen durch

S(zj) = f(zj), j=1,....0+2, S'(a)= f'(a) S(b)=f'(b). (5.7)
gegeben ist.
2. Natirliche kubische Splineinterpolation:

S(zj) = f(zj) j=1,....0+2, S"(a)=S8"(b)=0. (5.8)
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Berechnung der vollstandigen kubischen Splineinterpolation
Sei I, f die vollstdndigen Splineinterpolation einer Funktion f, dann gilt

l+4

I4f ZC] j4

Ohne auf die Details einzugehen halten wir fest (vgl. [1], Seite 340ff), dass mit

c1 = f(ta),
., @) = F@N(@)
N§,4(a)
oy T = SO a(t)
Nipy3,4(b)
cora = f(teys)
nur noch die Koeffizienten (c3,...,cry2)? zu bestimmen sind. Wegen (5.7) muss ¢ das Glei-
chungssystem
ATC = f

erfiillen, wobei

f=s e frr2)"



250 KAPITEL 5. SPLINES

mit
f3 = f(ts) — caNau(t5),
fer2 = f(tera) — cor3Nevsaltera),
fi=f(tjte), j=4,....0+1
und

N3.4(ts) Naa(ts)
N3 4(te) Naa(ts) Nsal(te)

Nya(tr) Nsa(tr) Nea(tr) 0
Ar = . ) )

Nea(ters) Nevra(tess) Nepoa(teys)
Nep1a(tera) Nepoa(ters)

Ap € R ist eine Tridiagonal-Matrix, welche eine LU-Zerlegung (Gauss-Elimination ohne
Pivotisierung) besitzt, so dass sich das System Ap - ¢ = f sehr einfach und effizient 16sen lasst
(vgl. Algorithmus 2.6).

Beispiel 5.3. Wir betrachten ein Beispiel mit dquidistanten Stiitzstellen,

Tj=j-1/n, j=0,....,n

f(x):{l <05

und Daten f(7;) mit

0 sonst.
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Die entsprechende vollstandige kubische-Splineinterpolation ist in Abbildung 5.4 dargestellt.
Man stellt fest, dass wegen des Sprunges in den Daten Oszillationen auftreten.

1.0 A 1.0 A

0.8 1 0.8 1
0.6 1 0.6 1
0.4 1 0.4 1

0.2 1 0.2 1

0.0 1 0.0

OjO 0j2 0j4 0j6 0j8 le 010 012 014 016 018 110
Abbildung 5.4: Spline-Interpolation fiir eine Sprungfunktion. Das Phéinomen des Uber-
schwingers ist mit dem der Fourierinterpolation verwandt, bekannt unter dem Begriff
des Gibbs’schen Phénomens.
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5.2.2 Datenfit - Smoothing Splines

In vielen Anwendungen ist eine unbekannte Funktion aus einer grossen Anzahl Messungen zu
ermitteln. Aufgrund der zu erwartenden Messfehler oder auch wegen des Umfangs der Daten-
mengen ist Interpolation dann hiufig nicht mehr sinnvoll.

Gegeben seien Messungen f;, j = 1,...m, die gewissen Abszissen x;, j = 1,...,m in einem
Intervall [a,b] zugeordnet werden. Die dahintersteckende Funktion f wird mit Hilfe einer B-
Spline fiir die Knoten 7 = {70,...,7741} bzw. der erweiterten Knotenfolge T" = {¢1,...,t,}
n := 2k + ¢ approximiert, wobei das Funktional

m m  [/l+k 2 cEREF
Y (Slay) = f)P = (Z ¢ilNig(zj) — fj) —— min (5.9)
j=1 j=1 \i=1

minimiert wird. Hier ist m > k + ¢ und die x; miissen natiirlich nicht mit den Knoten ¢;
iibereinstimmen. Die Aufgabe (5.9) ist ein lineares Ausgleichsproblem der Form

|Ar - ¢ — f|l2 = min

wobei

A = (Njg(a) i 5, € R0+

f=(f . fm)" €R™
Bei der Wahl der Knoten t; ist darauf zu achten, dass in jedem Tréger der B-Splines N

mindestens ein x; fallt. Die Matrix A hat dann vollen Rang, so dass die Methoden aus dem
Kapitel 2.2 angewandt werden koénnen.
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Beispiel 5.4 (Jupyter-Notebook). Die Abbildung 5.5 zeigt als Beispiel einen Datenfit einer

Messung.
031 - data
- = f(t)
— s4(t)
0.2 1 ® decomposition

0.1+

0.04

—0.1

—0.2 1

T T T T T T T T T T T
-0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Abbildung 5.5: Spline Approximation.


https://github.zhaw.ch/pages/stiw/Numerik-Publish/splines/BSplinesDataFit.html
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Stark fehlerbehaftete Datensiitze und starke Datenausreisser kénnen zu einem Uberfitten
mit entsprechenden Oszillationen fithren. Das Konzept des Smoothing-Splines schaft Abhilfe.
Ein Ansatz besteht darin, die Kriimmung global zu minimieren:

m m b ccREHE
>(S(ay) = 12 + 1S3 = o(S(a)) — £* 46 [ 1"@)Pde s min (5.10)

Mehr Hintergrund ist in [I] zu finden. In der Abbildung 5.6 ist die Anwendung auf das obige
Beispiel zusehen, wobei anstelle einer Zerlegung mit 10 Intervalle 100 benutzt wurden. Ohne
Glattung (smoothing) schwingt die kubische B-Spline Approximation und folgt dem Rauschen.
Mit zuséatzlicher Minimierung der globalen Krimmung kann dies geddmpft werden.
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031 - Data
- f(t)
021 \ — s4(t)
. “\. . —— Smoothing B-Splines s,(t)
0.1
>
0.0 1
—0.11
—0.21

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Abbildung 5.6: Smoothing Spline Approximati-
on (vgl. Jupyter-Notebook).
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